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DEUXIÈME PARTIE. 


CHAPITRE PREMIER. 

COMPLÉMENT DES ÉLÉMENTS D'ALGÈBRE. 



NOTIONS SIR LES NOMBRES INCOMMENSURABLES. 


Définition. 

1. Lorsqu’on veut mesurer une grandeur, on cherche 
une commune mesure entre cette grandeur et l’unité. Si , 
par exemple, la commune mesure est contenue 7 lois dans 
l’unité et 4 fois dans la grandeur que l’on veut mesurer, 
cette grandeur, étant égale à 4 fois la septième partie de 
l’unité, sera représentée par la fraction ‘. 

Mais il arrive quelquefois que la grandeur et l’unité 
n’admettent pas de commune mesure, c’est-à-dire qu’il 
n’existe pas de grandeur, quelque petite qu’elle soit, con- 
tenue exactement dans la grandeur et l’unité. Dans ce cas, 

1. 
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-, on dit que la grandeur est incommensurable , et, comme il 
est impossible de la mesurer exactement, on se borne à 
une évaluation approximative. Imaginons l’unité partagée 
en un grand nombre de parties égales, par exemple, én mille 
parties égales , et cherchons combien la grandeur à mesu- 
rer contient de ces parties; elle en contient, je suppose, 
728, plus un reste plus petit que l’une des parties; la 
grandeur à mesurer étant plus grande que , mais plus 
petite que yJJ - , sera représentée par l’une ou l’autre de ces 
deux fractions, avec une erreur moindre que j millième. 

Si l’on avait partagé l’unité en un million de parties 
égales, on aurait obtenu la mesure de la grandeur avec 
une erreur moindre que 1 millionième. 

Le nombre fractionnaire qui mesure une grandeur in- 
commensurable , avec une approximation aussi grande 
qu’on veut, s’appelle un nombre incommensurable. 

2 . Les racines des quantités qui ne sont pas puissances 
parfaites, donnent aussi naissance à des nombres incom- 
mensurables. Appelons A un nombre entier non puissance 
n“ parfaite, et plus généralement une fraction ordinaire irré- 
ductible dont les termes ne sont pas des puissances n" par- 
faites ; je dis qu’il n’existe pâs de nombre fractionnaire 
qui, élevé à la >1' puissance, reproduise exactement A. En 
effet, la »’ puissance de la fraction ^ est comme on 

peut supposer la fraction ^ irréductible, c’est-à-dire les 

deux nombres a et b premiers entre eux , les deux puis- 
sances a" et b " seront aussi premières entre elles et la frac- 

• d n • 

tion £5 irréductible. On voit d’abord que cette fraction 
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irréductible ne peut être égale à un nombre entier A. Elle 
ne peut pas non plus être égale à une fraction irréductible 
dont les termes ne sont pas des puissances parfaites ; car 
deux fractions irréductibles ne sont égales que si elles ont 
leurs deux termes égaux respectivement ; la fraction pro- 
posée aurait ainsi ses deux termes puissances parfaites, 
qui est contraire à l’hypothèse. 

Mais on peut trouver des nombres fractionnaires | 


et 


a+ i 

b 


, qui ne diffèrent entre eux que d’une quantité 


aussi petite qu’on veut - ( b étant très - grand) , et dont 

les n" puissances comprennent A. Écrivons en effet la 
quantité proposée A sous la forme 


A xfe" 
b M \ 

et désignons par a le plus grand nombre entier dont la 
n' puissance soit contenue' dans A x b* ; la quantité A xb" 

étant comprise entre a” et (a -f i)", la quantité — in — 

' O 


ou A sera évidemment comprise entre 



Chacun de cés nombres fractionnaires ^ et — dont la 

b b 

différence est aussi petite qu’on veut, et dont les puis- 
sances comprennent la quantité proposée A, est ce que 
l’on appelle la racine approchée de A ; on la désigne par 

n j — , ' 

le symbole A. 
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. . d 

Il est aisé de voir que ce nombre fractionnaire -j 


ou 


a -|- i 
b 


représente, avec une approximation aussi grande 


qu’on veut, une certaine grandeur incommensurable. Con- 
sidérons en effet, d’une part, les nombres dont les n" puis- 
sances sont inférieures à A; d’autre part, ceux dont les 
puissances sont supérieures à A , et imaginons les deux sé- 
ries de grandeurs commensurables de môme espèce repré- 
sentées par ces nombres. Les grandeurs de la première 
série sont plus petites que celles de la seconde ; la diffé- 


rence ^ entre une grandeur | de la première série et 
û 4~ i 

une grandeur — i — de la seconde série peut être rendue 

plus petite que toute quantité donnée. On conçoit donc 
qu’entre ces deux séries de grandeurs commensurables , 
il existe une grandeur incommensurable unique et déter- 
minée qui en est la limite commune ; c’est cette grandeur 
incommensurable que représente le symbole y/ A (*). 

3. On a vu , en géométrie, plusieurs exemples de gran- 
deurs incommensurables. Ainsi , on a démontré que la dia- 
gonale d’un carré est incommensurable par rapport au côté 
pris pour unité : elle est représentée par le symbole v a. De 
môme la circonférence d’un cercle est incommensurable 
par rapport au diamètre pris pour unité ; mais le nombre 
incommensurable qui mesure la circonférence ne peut, 
comme le précédent, ôtre obtenu par des extractions de 
racines ; on le désigne par la lettre <©-. 




(*) Tour plus de détails sur les racines carrées et les racines 
cubiques, voir mon Arithmétique, 2 e édition, n“ 182, 183 et 197. 
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Calcul des nombres incommensurables. 

A. Le calcul des nombres incommensurables n’ offre au- 
cune difficulté. Les nombres incommensurables n’étant 
autre chose que des nombres fractionnaires approchés, 
il est clair que les opérations portent sur ces nombres 
fractionnaires ; le résultat sera lui-même un nombre frac- 
tionnaire approché , qui représentera , avec une erreur in- 
finiment petite , une grandeur déterminée , en général in- 
commensurable. 

Addition. Supposons d’abord qu’il s’agisse d’additionner 
deux nombres incommensurables. Si l'on prend les deux 
nombres par défaut, puis par excès, on a une première 
somme plus petite que la seconde ; d’ailleurs ces deux 
sommes diffèrent entre elles aussi peu qu’on veut; donc 
elles comprennent une grandeur déterminée qu’elles repré- 
sentent avec une approximation indéfinie. Cette grandeur 
est la somme des deux grandeurs incommensurables re- 
présentées par les nombres incommensurables proposés. 

Soustraction. 11 en est de même de la soustraction : si 
l’on prend le plus grand nombre par défaut , le second par * 
excès , ou réciproquement le premier par excès , le second 
par défaut, on a une première différence plus petite que la 
seconde, et ces deux différences diffèrent entre elles d’une 
quantité aussi petite qu’on veut ; donc elles comprennent 
une grandeur qu’elles représentent avec une approximation 
indéfinie. Cette grandeur est la différence des grandeurs 
incommensurables que représentent les deux nombres in- 
commensurables proposés. 

Multiplication. Soit à faire le produit de deux nombres 
incommensurables; par exemple ^7 >£ v Si l’on prend 
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les deux nombres fractionnaires approchés par défaut , puis 
par excès , on a un premier produit plus petit que le se- 
cond ; d’ailleurs ces deux produits diffèrent entre eux d’une 
quantité aussi petite qu’on veut ; donc ils comprennent une 
grandeur qu’ils représentent avec une approximation indé- 
finie. 

Il est clair que le produit de plusieurs nombres incom- 
mensurables ne change pas quand on intervertit l’ordre des 
facteurs ; car le produit des nombres fractionnaires appro- 
chés ne change pas. Ce théorème fondamental étendu aux 
nombres incommensurables , toutes ses conséquences le 
sont par là môme; ainsi on peut grouper deux facteurs en 
un seul, décomposer au contraire un facteur en deux, etc» 

Division. Si l’on prend le dividende par défaut, le divi- 
seur par excès, ou réciproquement le dividende par ex- 
cès, le diviseur par défaut, le premier quotient sera plus 
petit que le second , et comme leur, différence est infiniment 
petite, ils comprennent entre eux une grandeur détermi- 
née qu’ils représentent avec une approximation indéfinie. 

Les propriétés des fractions algébriques (voir la 1" par- 
tie, n”' et ; 5 ) , et en général toutes les règles de calcul 
algébrique, subsistent évidemment quand les lettres dési- 
gnent des nombres incommensurables. 

DIVISION DES POLYNÔMES. 

Cette question a été traitée avec tous les développements 
nécessaires dans la première.partie de l’algèbre du n* 65 au 
n" 70. Il est inutile d’v revenir. 
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RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU l" DEGRÉ 
A PLUSIEURS INCONNUES. 

(hi développera les calculs relatifs au cas de deux équa- 
tions et à celui (le trois équations. On fera connaître la règle 
générale pour former le dénominateur commun et pour en 
déduire les numérateurs. — Discussion complète des formules 
propres au cas de deux équations. 

5 . Nous avons exposé dans la première partie de l’algèbre 
(n°* 117, 118, 1 19) .la résolution de deux équations géné- 
rales du premier degré à deux inconnues, et nous avous 
discuté en détail (n° 120) les formules trouvées. Nous 
avons aussi opéré (n“ 121,1 22) la résolution de trois équa- , 
tions générales à trois inconnues, indiqué la loi de forma- 
tion du dénominateur (n° 12 3 ), et discuté sommairement 
les formules trouvées (n° ia4). H nous reste à montrer com- 
ment on obtient les formules relatives à n équations géné- 
rales du premier degré à n inconnues. 

Un système de n équations générales du premier degré 

à n inconnues peut être mise sous la forme suivante : _ 

• ' «■ . , ‘ , , 1 ’ .• 

.- ax -f- Inj -j- a -|- gu -f- hv == k , 

ux 4 b' y -f dz . . . . .-{- g' u -f- h'v = k, 
a"x -j- h"g-\-c"z -j- g" u -}- h 'v = k', 


à *~ l) x + i n ~ l y -J- C n ~ v z . ... :4-g—'-|i + s*'-". 

On appelle fonction alternée de plusieurs lettres une 
expression qui change de signe en conservant la même 
valeur numérique , quand on permute deux lettres. Le dé- 
nominateur 

olé — bd. 
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qui se rapporte à deux équations , est une fonction alternée 
des deux lettres a et b ; car si on permute ces deux lettres , 
il devient ba ' — ab', et change de signe en conservant la 
même valeur numérique. De même le dénominateur trouvé 
pour trois équations 

ab'c" — *■ ac'b" + ca'b" — ba'c" + bc'a" — cb'a", 

est une fonction alternée des trois lettres a,b,c-, car si on 
permute deux quelconques de ces lettres , le polynôme 
change de signe en conservant la même valeur numé- 
rique. 

Les termes d’une fonction alternée se déduisent facile- 
ment du premier, en permutant les lettres deux à deux de 
toutes les manières possibles, et changeant le signe à 
chaque permutation. En effet, si le polynôme contient le 
terme ab'c", il doit contenir aussi le terme — ac'b" obtenu 
en permutant les deux lettres b et c, puisque le poly- 
nôme change de signe par la permutation. De même le 
terme — ac'b" donne le terme -f- ca'b" par la permutation 
des deux lettres a et c ; etc. 

Remarquons que lorsque dans une fonction alternée on 
remplace une lettre par une autre , sans remplacer celle-ci 
par la première , l'expression devient nulle. Remplaçons , 
par exemple , a par b sans remplacer b par a ; à un terme 
quelconque ab'c" correspond , comme nous l’avons dit , un 
terme — ba'c ” obtenu en permutant les lettres a et b ; or, 
si a est remplacé par b , ces termes deviennent égaux et 
de signes contraires ; ainsi les termes du polynôme se dé- 
truisent deux à deux. 

Considérons maintenant le polynôme alterné formé avec 

les n lettres a,b,c, <j, h, et ayant pour premier 

terme 
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ab'c" *«-», 

et représentons par D ce polynôme. Tous les termes conte- 
nant la lettre o une fois et seulement üne fois, nous pour- 
rons ordonner ce polynôme par rapport à a, a', 

et l’écrire sous la forme 

D = Aa + A a' + AV + A'“- ,, a , 

les quantités A, A', ne contenant plus la lettre a, 

mais les autres lettres b, c, h. Nous savons que si 

l’on remplace la lettre a par l’une des autres lettres, le 
polynôme devient nul ; on a donc les relations 


A6-f AV + A"6". . . 

‘ Ac-fA'c' + AV\ . . 

. .4- a<"-'W-» = o, 
. . 4-A ( -V-*> = o, 


AÙ + AV+ A"A". . . 



Cela posé , multiplions les équations proposées , la pre- 
mière par A , la seconde par A', la troisième par A", 

la dernière par A < " -,> et ajoutons : le coefficient de x sera 
le polynôme D ; les coefficients des autres inconnues , 
d’après les relations précédentes , seront nuis ; on aura 
donc 

Dx —Ak -f- A 'K + A "k" + A^k^, 

d’où 

_ A k + Ak' -f AT + A"~ v k n ~' 

X ~ A a -f AV -f A "a" . . . • . -1- A '*’ ,1 fl" l) * 

Ce mode de résolution s’applique à l’une quelconque des 
inconnues. Ainsi le dénominateur commun , ou le déter- 
minant , est le polynôme alterné formé avec les lettres 
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«, b, c, g, h, polynôme que nous avons représenté 


par D; le numérateur de chaque inconnue s’obtient en rem- 
plaçant dans le dénominateur les coefficients de cette in- 
connue par les seconds membres. 

La manière de former le dénominateur commun sera 
expliquée plus tard avec détail à l’article des permuta- 
tions. 

LORSQUE DANS 1.’ ÉQUATION flX* + bx + C ?= O , a TEND VERS 

ZÉRO, l’une des racines croît indéfiniment, calcul 

NUMÉRIQUE DES DEUX RACINES QUAND fl EST TRÈS-PETIT. 

Voyez la première partie, n°* 170 et 171. 

. • ( ' 

ÉQUATIONS RÉDUCTIBLES AU S* DEGRÉ. 

Voyez la première partie, u°‘ 17a et 177. 

* 

CALCUL I>ES VALEURS ARITHMÉTIQUES DES RADICAUX. 

6. Ou appelle en général racine n' d’un nombre positif a, 
un nombre positif, commensurable ou incommensurable, 
qui, élevé à la u puissance , reproduit le nombre proposé. 
C’est là ce qu’on entend par valeur arithmétique d’un radi- 

B/"” 

cal; ori la désigne par le symbole y/a. Le nombre 11 est 
l'indice du radical. On est convenu de ne pas écrire l’in- 
dice quand il s'agit d’une racine carrée; dans ce cas, on 
sous-entend l’indice 2. 

Avant d’aborder le calcul des radicaux , nous allons po- 
ser quelques lemmes sur les puissances. 

7 . Lemire 1 . On élève un produit fl une certaine puissance 
en élevant chaque facteur séparément <t cette puissance. 
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H 


En effet , 

(«&<•)" = abc x abc x abc X =a n b'c'. 

Lemme II. On élève une fraction à une certaine puissance 
en élevant les deux termes séparément d cette puissance. ‘ 

- En effet , ■ 



Lemme III. Élever un nombre ô deux puissances succes- 
sives revient à l’élever à une puissance ayant pour indice le 
produit des indices. 

En effet , , 

a")* = n m X «" X-a" X —a mn . ■ 

Corollaire I. On élève- un monôme à une certaine puis- 
sance en élevant son coefficient à cette puissance et multipliant 
tous les exposants par l’indice de la puissance. 

Soit à élever à la n' paissance le monôme ba 3 b*c. En 
vertu des lenunes I et III, on aura 

(5a , 6V} n = 5V"6 î V. 

Corollaire II. Un monôme est une puissance »* parfaite, 
lorsque son coefficient est une puissance h* parfaite et que 
tous ses exposants sont divisibles par n. Dans ce cas , on 
obtient la racine n* du monôme proposé , en extrayant la 
racine n' de son coefficient et divisant par n tous ses ex- 
posants. 

Venons maintenant au calcul des radicaux. • . 

8. Théorème I. Le produit de plusieurs radicaux de même 
indice égale la racine du produit des quantités placées sous 
les radicaux. 
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Je dis , par exemple, que 

. ./ n / — w /— — 

\' a \b \ e = y «fcc. 

Car si l’on élève le premier membre à la n* puissance , ce 
qui se fait en élevant chaque facteur à cette puissance , on 
reproduit la quantité abc ; donc ce premier membre est la 
racine n' de abc. 

9. Théorème II. Le quotient de deux radicaux de même 
indice èqale la racine du quotient des deux quantités placées 
sous les radicaux. 

Je dis que 



Car si l’on élève le premier membre à la n* puissance, ce 
qui se fait en élevant séparément le numérateur et le déno- 

j (l 

minateur, on reproduit la fraction 

» 

10. Théorème III. On élève un radical à une certaine 
puissance en élevant à cette puissance la quantité placée 
sous le radical. 

On a, en effet, en vertu du théorème I, 

/ *, — \m — n r~ ' n r~ n h / — r_ 

\\J a ) y « . y a .y a = y a*. 

1 1 . Théorème IV. On extrait la racine d'un radical en 
multipliant l’indice du radical par l’indice de la racine que 
l'on veut extraire. 

Je dis que 

m n — mn — H 

• ‘ V\«= v«- 
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En effet , si l’on élève le premier membre à la puissance 
m, on trouve y a; si Tou élève ensuite ce résultat à la 
puissance n , on obtient a; mais ceci revient à élever le 
premier membre à la puissance mn. Ainsi , le premier 
membre est une quantité qui , élevée à la puissance mn , 
reproduit a ; donc c’est la racine mn * de a. 

1 2. Théorème V. On ne change pas la valeur d'un radi- 
cal quand on multiplie ou quand on divise par un même 
nombre f indice du radical et l'exposant de la quantité placée 
sous le radical. 

‘ 

Soit le radical 



Je dis qu’en multipliant par un même nombre entier p 
l’indice n et l’exposant m, on obtient un second radical 



égal au premier. En effet, d’après le théorème précédent, 
le second radical peut s’écrire 


Mais 

donc 






np — 

s a 



Corollaire I. On simplifie un radical en divisant l’in- 
dice et l'exposant par leur plus grand commun diviseur. 
Ainsi 


Va» 0 = v«t\ 
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Corollaire If. On réduit plusieurs radicaux au mivie 
in dice en prenant pour indice commun le produit des in- 
dices, ou plus simplement leur plus petit multiple. Cette 
réduction est nécessaire quand on veut multiplier ou divi- 
ser deux radicaux d’indices différents. Ainsi 


\ a X v 6 = \a”x \'b~ — \à"b m . 

4- 6- if— r ti— il 

V aXy6= \<r X v 6* = V« L’- 


IMPOSANTS FRACTIONNAIRES. 

Définition. 

13. On a vu que, pour extraire la racine d’une quantité 
affectée d’un certain exposant, il suffit de diviser l’expo- 
sant par l’indice de la racine, lorsque cette division est 
possible. Ainsi 

a \ 

Si , par extension , on applique la même règle dans le 
cas où l’exposant n’est pas divisible par l’indice de la ra- 
cine, on obtient un exposant fractionnaire. Soit le radi- 

5 ; ... 

cal y a 1 ; 1 exposant 7 n’étant pas divisible par l’indice 5 , 
il est impossible d’extraire la racine; mais si l’on applique 

7 

la règle énoncée plus haut, on est conduit au symbole o s , 

que l’on adoptera comme représentant le radical proposé. 

En général, on est convenu de représenter un radical 
„ m 

quelconque y a par le symbole a". Le dénominateur de 
l’exposant fractionnaire remplace ainsi le signe \J , et les 
expressions irrationnelles prennent la forme d’expressions 
rationnelles. 
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D’après cette convention, les radicaux 

i_ * * 

y a s’écriront a'- 

j.- 1 

y a a ' ■ • • 

V a’ , . 

*/— ' I 

Va' «r* ..Y **• ; v 

?y4i s fcV yab 3 e‘ , 

-, 1 . * . ■ . jk* ’■ * f 

L’emploi des exposants fractionnaires ne sera vraiment 
utile que s’il est permis de remplacer un exposant fraction- 
naire par un autre égal au premier. Or c’est ce qui a lieu 
effectivement; car multiplier ou diviser par un même nombre 
les deux termes d’un exposant fractionnaire , revient à mul- 
tiplier ou diviser par un même nombre l’indice d’un radical 
et l’exposant de la quantité placée sous le radical , ce qui , 
comme on l’a vu plus liaut, ne change pas la valeur du 
radical. 

On pourra donc, si l’on veut, réduire un exposant frac- 
tionnaire à sa plus simple expression. Soit, par exemple, 

,,, — ... ; • !î 

le radical Va”, qui s’écrit symboliquement a 1 ’ ; en sim- 
plifiant l’exposant fractionnaire fj, on obtient le sym- 

5. 8 ' 

bole a’, qui représente le radical ya s , égal au premier. 

Calcul des exposants fractionnaires. 

. ” i ' 

Nous allons faire voir maintenant que les règles du cal- 
cul des exposants entiers s’appliquent aux exposants frac- 
tionnaires. 

14 . Multiplication'^ioii» avons démontré que, pour mul- 
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tiplier deux puissances entières d’un même nombre, il suf- 
Gt d’ajouter les exposants. La même règle s’applique aux 
exposants fractionnaires. 

Je dis , par exemple , que 

n P M , 

rt"X« , = a" ». 

m p 

En effet, les deux puissances fractionnaires « n et a’ re- 

n q ~~ 

présentent par convention les deux radicaux y «“ et \ a” ; 
pour multiplier ces deux radicaux , on les réduira d'abord 
au même indice (n° 1 2) , ce qui donne 

nqi no/ nq, ■ - — nor— — 

V a mq X V a"” = y a mq X a"” = V a m,+B ”. 


Or ce dernier radical , produit des deux premiers , s’écrit 

mq+np 

a "» , 
ou 


en remarquant que l’exposant est la somme des 

deux fractions — et -. On a donc 
n q 

™ p - + p 
a'Xs'Xfl" ». 


Exemples. 

* 3 

1° a s X a 5 = « , 

* » 

2° a X a 2 = a 2 , 

i ii* 

3° a 3 Xa e = a*, 

I 5 11 7 

4° a‘a‘a* = a‘ 1 = a*. 
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13. Division. La règle de la multiplication étant étendue 
aux exposants fractionnaires, celle de la division l’est par 
cela même. Ainsi, pour diviser l’une par l’autre deux puis- 
sances quelconques d’un même nombre, il suffira de re- 
trancher l’exposant du diviseur de celui du dividende. 

Je dis que , 



car si l’on multiplie le quotient par le diviseur, ce qui se 
fait en ajoutant les exposants, on reproduit le dividende 

a \ . 


Exemples. 



16. Puissance. Nous avons démontré que l’on élève un 
nombre à deux puissances entières successives en l’élevant 
à une puissance ayant pour exposant le produit des expo- 
sants. Nous allons faire voir que la même règle s’applique 
aux exposants fractionnaires. 
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i # Considérons d’abord le cas où le premier exposant 
est fractionnaire, le second entier. On a, en appliquant la 
règle de la multiplication, 


/ m\ P m m m 

[ i ^ -ï n Jn 

y fl «fl «0 • ■•*••••- 


«ip 


a* Supposons le second exposant fractionnaire et de la 
forme 

9 

Je dis que 

l ~\ 1 25 

• / * 

En effet, l’expression proposée signifie Va* ; or, si l’on 

*» 

élève le second membre a M à la puissance entière q, d’a- 

mq m 

près ce qui vient d’être dit, on reproduit o^oua donc 

m 

ce second membre est égal à la racine q‘ de a V 

5° Supposons maintenant les deux exposants fraction- 
naires. On a, par définition, 


Mais 


donc 


(3- w- 


L’exposant du résultat est le produit des deux expo- 


. tn . p 
sants - et 
n q 
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Exemples. 




* 



EXPOSANTS INCOMMENSURABLES. 



17 . Prenons comme exemple l’expression a' \ Soient 

— et — , deux nombres fractionnaires, différant de - , 
n n n 

et comprenant entre eux le nombre incommensurable ^ ü ; 
l’expression a v 2 désignera la limite commune des deux 

J» W + l ] 

quantités a " et a ", quand la différence - devient de plus 

H 


en plus petite. Mais, pour compléter cette définition, il 

m m-f f 

faut démontrer que les deux quantités a " et a * tendent 
effectivement vers une limite commune: c’est ce que nous 
ferons voir plus tard , quand nous aurons établi quelques 
propriétés des puissances servant à la définition des loga- 
rithmes. 

Admettant pour le moment l’existence de cette limite, 
nous remarquerons qne toutes les règles démontrées pour 
le calcul des exposants fractionnaires, s’étendent évidem- 
ment aux exposants incommensurables. 


Ainsi 
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EXPOSANTS NÉGATIFS. 

Définition. 

18. Nous savons que pour diviser l’une par l’autre deux 
puissances d’un même nombre , il suffit de retrancher l’ex- 
posant du diviseur de l’exposant du dividende , lorsque l’ex- 
posant du diviseur est plus petit que celui du dividende. 

Si l’on applique la même règle dans le cas où l’exposant 
du diviseur est plus grand que celui du dividende , on ob- 
tient un exposant négatif. Soit le quotient ; l’exposant 

du diviseur étant plus grand que celui du dividende , la di- 
vision est impossible; mais, si l’on applique la règle énon- 
cée plus haut, on est conduit au symbole a - *; le quotient 

proposé , simplifié, devient ; ainsi le symbole a~ 5 peut 
• ' ' \ 
être adopté comme représentant le quotient 

En général , on est convenu de représenter le quotient 

i 

— , dans lequel l’exposant m est quelconque, entier ou 

fractionnaire , par le symbole a~ m . L’exposant négatif rem- 
place ainsi le signe de la division. 

t Calcul des exposants négatifs. 

Nous allons faire voir que les règles établies précédem- 
ment pour le calcul des exposants positifs s’étendent aux 
exposants négatifs. 

1U. Multiplication. Pour multiplier deux puissances d’un 
même nombre , il suffit d’ajouter algébriquement les expo- 
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sants , quels que soient ces exposants . positifs ou négatifs. 

r Considérons d’abord le cas où l’un des exposants est 
positif, l’autre négatif. Soit à multiplier a m par a~ n (m et n 
étant deux nombres positifs quelconques , entiers ou frac- 
tionnaires , ou même incommensurables) ; puisque a~ " par 

convention représente on a 

„ . „ i a" 

n x « " = " X -s = - , ; 

a" n ' 1 

a m ■ 

mais le quotient — est représenté dans tous les cas, que m 

soit plus grand ou plus petit que n, par le symbole a" - " ; 
donc 

vy „»-n 

a X « = a 

L’exposant du produit est la somme algébrique des deux 
exposants. 

a* Supposons maintenant les deux exposants négatifs. 
Soit à multiplier o~” par a~\ Puisque les symboles a~ " et 

a~" désignent les quotients et on a 


a~ m x a~ n 



«" x «" 


l 


Mais cette dernière expression est représentée par a m - (+ " ) 
ou a~ m ~ n . On a donc 


n~ m x a - * = à - ***. 


L’exposant du produit est encore la somme algébrique des 
exposants. 
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Exemples. 

f 

i* 

X a~* = o 5 , 

a” 

a~ s X o ! = a % , 

3° 

n* x fl - * — «° = 1 , 

4’ 

u -5 X (T* = 

20. Division. La règle de la division étant étendue aux 


exposants négatifs , celle de la division l’est par cela même. 
Pour diviser l’une par l’autre deux puissances quelconques 
d’un même nombre , il suffit de retrancher algébriquement 
l’exposant du diviseur de celui du dividende; car en multi- 
pliant le quotient ainsi obtenu par le diviseur, on reproduit 
le dividende. Remarquons que ceci revient à transformer le 
diviseur en multiplicateur par le changement de signe de 


son exposant. 


.. 

Exemples. 

i» 

— r = a 3 X a — a , 

a" 

~ = o‘ X a* — o 4 , 
«T* 

3» 

«~ 9 

— ï — « X« =« 1 , 
a 1 

4“ 

o -3 « , , ' - 

— : — a X«= a}. 
a~ 3 

21. Puissance. 

Pour élever un nombre h deux puis- 


sances successives, il suffit de multiplier entre eilx les deux 
exposants, quelâ que soient leurs signes. 

i° Considérons d’abord le cas où le premier exposant est 
négatif, le second positif. Soit l’expression (a - ”)". Puisque 

a - " représente -g , on a 
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mais ce résultat peut être représenté par a "" ; donc 
• r 

(«-")" = a-"*. 

2 ° Supposons le premier exposant positif, le second né- 
gatif. Soit l’expression (a’") - '*; par convention, cette ex- 
pression représente le quotient 


(«T ’ 

qüi est égal à ~ et qui peut être représenté par a~ m '. 
Donc 

(a"P = 

/ * . * • 

3° Supposons enfin les deux exposants négatifs. L’ex- 
pression (a - ")*" représente le quotient 

(" irV’ 

mais on a vu que 

(a-*)" = o- Ma i 

donc 

, * 

[<* ) = « • 

Ainsi , dans tous les cas , l’exposant du résultat est le 
produit algébrique des deux exposants , conformément à la 
règle des signes. 

Exemples. 

i- (a-»)* = a-\ 

■ a» (a 3 P = a-‘, 

3« («-•)-» =. o 6 , 
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Tout ce que nous avons dit sur le calcul des exposants 
fractionnaires et négatifs , peut se résumer en deux règles 
fondamentales : 

l • « / • % ; 

i" «" x fl" = n" + * , 

■x" (a*T = a"* , 

m et n désignant des exposants quelconques, entiers ou 
fractionnaires , positifs ou négatifs. 
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CHAPITRE II. 


DES PROGRESSIONS ET DES SÉRIES EN GÉNÉRAL. 


PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES ET GÉOMÉTRIQUES. 
SOMMATION DES TERMES. 


Voyez la première partie, du n° 178 au n° 190. 

ce qu’on appelle série, convergence et divergence. 

22 . On appelle série , en mathématique , une suite in- 
définie de quantités qui se déduisent les unes des autres , 
suivant une loi déterminée. Ces quantités sont les termes 
de la série. 

Lorsque la somme des termes de la série tend vers une 
limite finie et déterminée , on dit que la série est conver- 
gente. Dans le cas contraire, on dit qu elle est divergente. 

Nous désignerons les termes successifs d’une série par 

“o> “!> *»»*,•.. 
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et par S n la somme des n premiers termes 

S»= U 0 -)-tt t -f-«, • • • • +«»_r 

Si la somme des n premiers termes tend vers une limite 
finie S , lorsqu’on prend un nombre de termes de plus en 
plus grand, la série est convergente; sinon, elle est diver- 
gente. 

CNE PROGRESSION GÉOMÉTRIQUE EST CONVERGENTE , SI LA 
RAISON EST PLUS PETITE QUE L’ UNITÉ ; DIVERGENTE, SI 
LA RAISON EST PLUS GRANDE QUE L’UNTTK. 

23. La progression géométrique, prolongée à l’infini, 
nous donne un premier exemple de série Soit a le premier 
terme, r la raison ; la série s’écrit 

a, ar, ur', «r, % 

La loi de formation de la série est très-simple ; on déduit 
chaque terme du précédent en le multipliant par un nombre 
constant r. 

Si la raison r est plus grande que l’unité, les termes de 
la série vont en augmentant indéfiniment ; d est clair que 
la somme des termes augmente de manière à devenir plus 
grande que toute quantité donnée ; donc la série est diver- 
gente. 

Si la raison est plus petite que l’unité, les termes de la 
série diminuent indéfiniment , de manière à devenir plus 
petits que toute quantité donnée. Nous avons trouvé pour 
la somme des n premiers termes (1” partie , n° ig5), 
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Si l’on prend un nombre de termes de plus en plus grand , 

la quantité ~ r ~ - devenant plus petite que toute quantité 

donnée, on voit que la somme des termes tend vers une 
limite finie et déterminée 

$=-!_. 
i — r 

Ainsi , dan» ce cas , la série est convergente ; cette li- 
mite — — - est ce que l’on appelle la somme des termes 
de la série. 

LES TERMES 1>'UNE SÉRIE PEUVENT DÉCROÎTRE INDÉFINIMENT 
SANS QUE LA SÉRIE SOIT CONVERGENTE. 

24. Une première condition nécessaire pour qu’une série 
soit convergente , c’est que ses termes deviennent plus pe- 
tits que toute quantité donnée. En effet , soit S, la somme 
des n premiers termes, S >1+1 la somme des h + i premiers 
termes ; si la série est convergente , ces deux sommes 
tendent vers la même limite S, quand n augmente in- 
définiment; elles diffèrent donc très-peu de la limite S, 
lorsque n est très - grand , et par conséquent diffèrent 
très -peu l’une de l’autre. Mais la différence de ces deux 
sommes est le terme u„ de la série; on en conclut que 
ce tenue ii„ tend vers zéro , quand n augmente indéfini- 
ment. 

C’est ce qui a lieu dans la progression géométrique dé- 
croissante ; ses termes deviennent en effet plus petits que 
toute quantité donnée. 

Mais cette condition n’est pas suffisante ; les termes 
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d’une série peuvent devenir plus petits que toute quantité 
donnée , sans que la série soit cortvergente. lin exemple 
très-simple mettra cette proposition en évidence. Considé- 
rons la série 


* + i + ^ + ^+- • • 
1354 


formée de fractions ayant pour numérateurs l’unité , et 
pour dénominateurs les nombres entiers consécutifs ; le 

terme général ~ tend vers zéro , et cependant la série est 
divergente. 

Prenons en effet le troisième et le quatrième terme 


5 + 4 *. 


et remplaçons ^ par la quantité plus petite y , nous au- 


rons 


i * i , i _ a 

3 + 4 > 4 + 4 - 4 ’ 


plus simplement 


1 . 1 1 

- 4 - - > -. 

3 ^ 4 a 


Prenons maintenant les quatre termes suivants 


5 ^ 6 ' 7 ‘ 8 


et remplaçons chacun des trois premiers par la quantité 
plus petite l , nous aurons 

O 


5+i+?+5> 


4 _ » 

§ ;■ 
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En prenant de même les huit termes suivants, et rem- 
plaçant chacun d’eux par ^ , on aurait 

i + ± -y— >JL— i 

9 »o 16 iG a ’•••. 

et ainsi de suite indéfiniment. Nous formons ainsi une infi- 
nité de groupes dont chacun est plus grand que donc la 

somme des termes devient plus grande que toute quantité 
donnée et par conséquent la série est divergente. 

2o. Remarques. Quand nous disons que les termes d’une 
série convergente tendent vers zéro , cela ne signifie pas 
qu’ils diminuent continuellement de manière que chacun 
d’eux soit plus petit que le précédent. Écrivons, par exemple, 
la progression décroissante 


i 1 i 1 i 1 i 1 i 1 i 

, + ï + 4 + 8 + T6 + 3i + 


dans l’ordre suivant 






la série reste évidemment convergente; les termes tendent 
vers zéro, mais avec des alternatives de croissance et de 
décroissance. . " . 

Une série peut être divergente de deux manières, soit que 
la somme des termes augmente à l’infini, soit que la somme, 
conservant une valeur finie , ne tende pas vers une limite 
déterminée. Lorsque la série a tous ses termes positifs, si 
la somme conserve une valeur finie, comme elle croit sans 
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cesse, elle tend nécessairement vers une certaine limite 
qu'elle ne peut dépasser, et la série est convergente. Mais, 
lorsque les termes sont affectés de signes différents , de ce 
que la somme conserve une valeur finie, on ne peut plus 
conclure la convergence de la série. Soit, par exemple, la 
série 

* — » + i — i + 

* 

si l’on prend un nombre de termes de plus en plus grand, 
la somme est alternativement i et o ; quoique restant fuùe, 
elle ne tend pas vers une limite déterminée et la série est 
divergente. 

UNE SÉRIE EST CONVERGENTE LORSQUE, A PARTIR DUS CERTAIN 
TERME, LA VALEUR ABSOLUE DU RAPPORT d’üN TERME AU 
PRÉCÉDENT EST CONSTAMMENT INFÉRIEURE A UN NOMRRE 
DÉTERMINÉ PLUS PETIT QUE L’UNITÉ. 

20. Commençons par établir un principe général sur la 
convergence des séries. 

Soit la série 

««.+ •*, + «,+ 

Nous avons désigné par S n la somme des »t premiers 
termes, 

&. = «» + «, + «C , • • . • +Mn_,J 

prenons à la suite un nombre quelconque m de termes et 
appelons t leur somme 

e = u,, -}- u n+1 -j- u„ +J -f u n+m _, ; 

En ajoutant cette somme s à la première somme S B , nous 
obtiendrons la somme S* + * des n + m premiers termes de 
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la série. Or, si la série est convergente, les deux sommes 
S„et S „ +B , tendent vers une même limite, quel que soit 
m, quand n augmente indéfiniment, et par conséquent 
leur différence, ou la somme t, tend vers zéro. Réci- 
proquement si la somme s tend vers zéro , quel que soit m , 
quand n augmente indéfiniment, toutes les sommes dési- 
gnées par S» +m , différant très-peu les unes des autres, 
quand n est très-grand , tendent évidemment vers une li- 
mite commune, et la série est convergente. Ainsi pour 
qu'une série soit convergente, il est nécessaire et il suffit que 
la somme d'un nombre quelconque de termes à partir d'un 
terme de plus en plus éloigné devienne plus petite que toute 
quantité donnée. 

Cela posé , considérons une série ayant tous ses termes 
positifs, et supposons qu’à partir d’un certain terme le 

rapport ^±î d’un terme au précédent, reste constamment , 

inférieur à un nombre déterminé k plus petit que l’unité ; 
je dis que la série est convergente. En effet, à partir 
d’un certain terme , on a 




k 


> 



De la première inégalité, on déduit 

\ 

**„+. <*«»• 
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La seconde donne 

«„+, < ku n+l , 

et, si l’on remplace le terme # 4I par la cpiantité plus 
grande fcu„ , on a à fortiori 

( 

« n +. <*’“«• '■ ; - 

• I 

On déduit de même de la troisième v ' 

M «+i < ku n+ , , ■■ 

et, en remplaçant par la quantité plus grande k*it n , 

„ • . . i 

“»+. < » 

et ainsi de suite. 

Il résulte de là qu’à partir d’un certain rang les termes 
de la série sont respectivement plus petits que ceux de la 
progression géométrique décroissante 


«. + *“»+**“• + ; 

» » 

on en conclut déjà que les termes de la série tendent vers 
zéro. Imaginons maintenant qu'à la suite du n* terme on 
en prenne un nombre quelconque m , 

«» + U m + 1 + U n+t + u «+— 1 > 


la somme de ces termes sera plus petite que la somme des 
termes de la progression 

+ ku n -J- à’w. + k m ^ l ~u n > 

c’est-à-dire plus petite que On voit que, lors- 

que » augmente indéfiniment, ni étant quelconque, cette 
somme devient plus petite que toute quantité donnée, puis- 



Digitized by Google 




CHAP. II. SÉRIES. 33 

que m„ tend vers zéro. Donc, en vertu du principe général 
énoncé plus haut, la série est convergente. 

Nous avons supposé dans ce qui précède que la série a 
tous ses termes positifs; le même raisonnement subsiste 
lorsque les termes sont affectés de signes quelconques ; fai- 
sant abstraction des signes , on considérera seulement la 

, ' • « , ’ i* 

valeur absolue du rapport —i. Nous avons vu que lors- 
qu’on prend tous les termes positivement , la somme d’un 
nombre quelconque de termes, à partir du n*, devient plus 
petite que toute quantité donnée : si les signes sont diffé- 
rents, la valeur absolue de cette somme, étant plus petite 
que la précédente , devient elle-même plus petite que toute 
quantité donnée , et la série est convergente. 

27. Lorsqu’à partir d’un certain terme la valeur absolue 


du rapport reste constamment supérieure à un nom- 
bre déterminé k plus grand que l’unité , la série est diver- 
gente. On a en effet 


-SÜ > k , 

u. 


— A, 

U n+, 

k, 

«»+, 


On déduit de ces inégalités 

«M-t > ku * • 

«Vf! >K+1 >*’"». 
«„+, > *»«+, > k’’ U n , 


3 . 
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Les termes de la série étant, à partir d’un certain rang, 
supérieurs à ceux d’une progression géométrique crois- 
sante , deviennent plus grands que toute quantité donnée ; 
donc la série est divergente. 

2S. Remarque. Tels sont les deux théorèmes fondamen- 
taux sur la convergence et la divergence des séries. On en 
facilite beaucoup l’application par les considérations sui- 
vantes. Ordinairement le rapport d’un terme au précédent 

-""ri tend vers une limite déterminée , que nous désigne- 

. i ons par X, lorsque n augmente indéfiniment. Il y a trois cas 
à distinguer, suivant que la limite X du rapport est infé- 
rieure, supérieure ou égale à l’unité. 

i° X < 1. Choisissons un nombre arbitraire mais déter- 
miné k, compris entre î et 1, c’est-à-dire plus petit que 

xt 

l’unité, mais plus grand que X. Le rapport — ’-,se rap- 

« 

prochant indéfiniment de sa limite X, restera constamment 
inférieur au nombre/.-, à partir d’un certain rang; donc, 
en vertu du théorème démontré, la série est convergente. 

*2° X > i . Choisissons de même un nombre arbitraire A , 
compris entre î etX, c’est-à-dire plus grand que l’unité, 

mais plus petit que X. Le rapport , se rapprochant in- 

définiment de sa limite X, restera constamment, à partir 
d’un certain terme, supérieur au nombre k; donc la série 
est convergente. 

Soit , par exemple , la série 


x x - 

- + — + 
1 1.3 


X * 

1 . 3.3 


+ 


dont le terme général est 
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X 

1 . 3 . 5 .. 




lç rapport de ce terme au précédent est 

\ * 

x 
n ’ 

ce rapport a pour limite zéro , quand n augmente indéfini- 
ment ; donc la série est convergente quelle que soit la va- 
leur de x. 

Considérons encore la série 



X X' T 1 

7 + 7+y 



qui a pour terme général 

X % ; 

n *' 

Le rapport de ce terme au précédent est 

V* (— i)* ; - . 

et a pour limite x, quand n augmente indéfiniment. Ainsi 
la série est convergente quand la valeur absolue de x est 
plus petite que l’unité; divergente, quand elle est plus 
grande que l’unité. 

3° X = i. Quand le rapport d’un terme au précédent 
tend vers une limite égale à l’unité, il y a ambiguïté ; la 
série est tantôt convergente, tantôt divergente. Le théorème 
précédent est insuffisant pour décider la convergence de 

la série ; il faut alors recourir à des moyens particuliers. 
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Exemples. 


i* Soit la série 


, * , « . » - » , 

, + ;+ 3 + 4 + 5 +- 


Le rapport du terme général ^ au précédent est — ou 


i — - , et a pour limite l’unité. Cette série est celle que nous 

avons étudiée au n° 24 ; & l’aide d’un groupement conve- 
nable des termes, nous avons reconnu qu’elle est diver- 
gente. 

a” Soit la série » 


,+ ;p+ÿ+y + - 


Le rapport d’un terme au précédent 




a encore pour limite l’unité, et la question de convergence 
reste indécise. Mais on peut démontrer aisément que la sé- 
rie est convergente en groupant les termes d’une manière 
analogue à celle que nous avons employée dans l’exemple 
précédent. Prenons d’abord le second et le troisième termes, 

et remplaçons le troisième ^ par une quantité plus 
grande nous aurons 


X ,J_ 1 l 2 

â î+ 3 ï< â ï + ? — ïï î 


1 

a * 


Formons un second groupe avec les quatre ter mes suivants 
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et remplaçons chacun d'eux par une quantité plus grande 
ji , nous aurons de même 



On formera le troisième groupe avec les huit termes sui- 
vants , en remplaçant chacun par le premier d’entre eux , 
ce qui donne 

i .8 i 

8* ' 9* + Ï5» < 8 Ï_ 8’ 

et ainsi de suite indéfiniment. On voit par là que la somme 
des termes de la série est plus petite que la somme des 
termes de la progression décroissante 


‘ + H + Î+ 


Donc la série est convergente. 


LORSQUE LES TERMES D’UNE SÉRIE DÉCROISSENT INDÉFINIMENT 
ET SONT ALTERNATIVEMENT POSITIFS ET NÉGATIFS, LA SÉRIE 
EST CONVERGENTE. 

.» 

2fi. Soit la série 

«o — «, 4- « a — m,4- 

dont les termes sont alternativement positifs et négatifs. 
Nous supposons que les termes deviennent plus petits que 
toute quantité donnée, et en outre diminuent continuelle- 
ment , de manière que chacun soit plus petit que le précé- 
dent. A partir du n* terme, prenons un nombre quelconque 
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m de termes , et désignons par e la somme de ces termes 

£ = ±(«,-«4. + «-• — W-+» ± «n+m-,). 

Groupant les termes deux à deux et faisant abstraction 
du signe ± placé en avant, suivant que n est pair ou im- 
pair, nous écrirons, le polynôme entre parenthèses de deux 
manières 

'(«) K— «»+.) + («,+! — «,+»( — ■ • • 

(a) u K — (« H1 - ü^.,) — (u^, — u„_,}— 

Puisque les termes vont en diminuant , chacune des paren- 
thèses a une valeur positive ; l’expression (i) montre que 
le polynôme a une valeur positive comme somme de quan- 
tités positives; l’expression (a) montre que cette valeur po- 
sitive est moindre que n, , puisqu'elle est égale à u„ dimi- 
nuée de plusieurs quantités positives. Ainsi , la somme s 
est , en valeur absolue , moindre que u^, quel que soit m ; 
le terme u„ devenant plus petit que toute quantité donnée 
quand n augmente indéfiniment , la somme e tend elle- 
même vers zéro ; donc la série est convergente. 

La limite de la somme des termes de la série est égale à 
la somme des n premiers termes . 

t 

S« = Uo — «i + M f — «j ±«i_, , 

plus le reste de la série ou la somme des termes suivants. 
Ce reste est la limite de la somme e des m termes suivants , 
quand m augmente de plus en plus ; or nous savons que la 
somme e est plus petite que u„ , quelque grand que soit m ; 
ainsi , le reste de la série est moindre que u n . Quand n est 
pair, le reste a une valeur positive , et la limite S de la 
somme des termes de la série est plus grande que S„ ; 
quand n est impair, le reste a une valeur négative , et la 
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limito S est plus petite que S.. Il en résulte que la limite S 
est toujours comprise entre deux sommes consécutives S„ 
et S„ +I . Si l'on prend un nombre de termes de plus en plus 
grand, on obtient des sommes alternativement trop grandes 
et trop petites , qui se rapprochent de plus en plus de la 
limite, en oscillant en quelque sorte de part et d’autre. 


i • La série 


Exemples. 


-4-i— - + 
a ~ 3 \ 


dont les signes sont alternés , et dont les termes diminuent 
indéfiniment, est convergente. Les sommes 

, « 

i = o,5 

2 

1 . 1 Q — - . , 

1 — — ■ -4- -- — o,8oj. ) 

a 3 

i (- - — 1 - = o,5833 

2 a 4 

sont alternativement trop grandes et trop petites. Mais la 
série converge très-lentement ; car si l’on prend les dix 
premiers termes, l’erreur étant moindre que le terme sui- 
vant ou que tj, on n’a qu’un chiffre décimal exact ; si l’on 
prend les cent premiers termes , on a une approximation 
de , ou deux chiffres exacts-, etc. 

2 ° La série ' < 


: — | : 

1.3 1.3.3 1 .3.3.4 

converge beaucoup plus rapidement. 

Si l’on prend les dix premiers termes , l'erreur commise 


i 
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étant moindre que le terme suivant 


=. o, oooooooo 3 : 

12 12 


on a la somme avec huit décimales exactes. 
60 . Élude de la série 


‘ + 7+71 + 7^5 + 


Nous avons déjà reconnu que cette série est convergente 
(n" 28). La somme des termes est comprise entre 2 et 3 ; 
en effet, les deux premiers termes donnent déjà une somme 
égale à 2 ; les termes suivants sont respectivement moindres 
que les termes de la progression géométrique 



obtenue en remplaçant chacun des facteurs 3 , 4 i 6 

par un facteur plus petit 2 , ce qui augmente les fractions ; 
la somme des termes de la progression étant égale à l’unité, 
la somme des termes de la série à partir du troisième est 
moindre que 1, et par conséquent la somme entière est 
moindre que 5 . 

La somme de la série proposée est incommensurable. 
Supposons , en effet , que cette somme soit égale à une 

fraction ordinaire — , on aurait 
n 


*» _ , _1_ j_ 1 L_ 

n 1 1.2 1 . 2.3 


Si nous écrivons d’abord les n 1 premiers termes , et si 
nous mettons les suivants sous la forme 


I [_! 1_ 

1.2.3 n 


(»+0(*+a) 


+ • 
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nous aurons 


” = , + - + — 4- 

n i 1.3 


î.a n 


+ i.3.....n f n-fi ~*~(n+i)(n + a) + ]' 


Multiplions ensuite tous les termes de l’égalité par le pro- 
duit i.2.3 n , le premier membre devient un nombre 

entier i.2.3.....(m — i )tn; les i premiers termes 
du second membre deviennent aussi des nombres entiers, 
dont , pour abréger, nous désignerons la somme par N ; 
on obtient de la sorte l’égalité 

«•a («— i)m=N + \ — \ f- - — -■ 1 . ■ -f 1. 

La quantité entre parenthèse est une fraction moindre 
que l’unité; car ses termes sont respectivement moindres 
que ceux de la progression 

+ L — 1 ' 

n + i '{«+.)*' (n + ')* ' 

obtenue en remplaçant chacun des facteurs n-f 2 , u -f 5,... 
par le facteur plus petit n + 1 , ce qui augmente chacune 
des fractions ; la somme des termes de cette progression 

étant égale à ^ , la quantité entre parenthèse est moindre 

que ^ ; c’est donc une fraction proprement dite. On au- 
rait donc dans l’égalité précédente un nombre entier égal 
à un nombre fractionnaire , ce qui est impossible. Ainsi , 
la somme des termes de la série proposée est un nombre 
incommensurable compris entre 2 et 3 ; ce nombre joue un 
grand rôle en mathématiques ; on le désigne par la lettre e. 

Appelons R le reste de la série, ou l’erreur commise 
quand on prend les n -f- r premiers termes , 
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1 f « i 1 X 

i.a n|_n+i ' (n-f i)(n+a) 

la parenthèse étant moindre que ^ , d’après ce qui vient 
d’ètre dit , on a 

H < - . ^ , 

Ainsi , quand on prend n -f- i termes , l’erreur commise 
est moindre que la n‘ partie du dernier terme calculé. 

Je présente ici le calcul de e avec sept chiffres déci- 
maux. 

a . 


I 



1.3 

0,5 


1 

o. ifiOG (\GGy 

I . 

3.3 

1 


\ 

o.o4>t» Güüy 

1 .2. 

3.4 

1 


o,oo 83 3533 

1 .2... 

..5 “ 

1 


o.ooi 3 888q 

1.2... 

,.Ü - 

1 


o,oooi 984* 

1.2... 

1 

• •7 

0,0000 a48o 

1.2... 

3 

1 


0,0000 027G 

1.2... 

••9 

1 


0,0000 ooa8 

1 .3.... 

.10 

1 


0,0000 ooo 5 

1,2 

. 1 1 



2,7182 8184 
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Les termes se déduisent les uns des autres par divisions 
successives. Nous avons pris les douze premiers termes ; 
l’erreur commise , en négligeant les termes suivants , est 
moindre que la n' partie du dernier terme-, cette cause 
d’erreur n’alTecte même pas la huitième décimale. On a 
donc , avec sept décimales exactes , 

e = a, 718 2818. 


t 
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CHAPITRE III. 

FORMULES DU BINOME ET SES APPLICATIONS. 


ARRANGEMENTS , PERMUTATIONS ET COMBINAISONS. 


Arrangements. 

31. Je suppose que l’on ait m objets distincts. On 
appelle arrangements de ni objets n à « les différentes dis- 
positions que l’on peut former avec ces ni objets , en les 
prenant n à n de toutes les manières possibles , et les pla- 
çant les uns à côté des autres sur une ligne droite. Deux 
arrangements diffèrent , par la nature des objets qui les 
composent, ou seulement par l’ordre dans lequel ils sont 
placés. 

Par exemple, avec les trois lettres a, b, c, prises deux 
à deux de toutes les manières, on peut former les six arran- 
gements suivants 

ab, ac, ba, bc, ca, cb. 

Le premier et le troisième ne diffèrent que par l’ordre des 
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lettres ; de même le second et le cinquième , le quatrième 
et le sixième. 

Nous représenterons en général les m objets par les pre- 
mières lettres de l’alphabet 

a, b, c t kf 

et nous désignerons par le symbole A» le nombre des 
arrangements que l’on peut former avec ces m objets pris 
» à n de toutes les manières possibles. 

On obtient évidemment les arrangements des m lettres 
une à une, en prenant chacune d’elles séparément, ce qui 
donne m arrangements 

a, b, c , k. 

Ainsi 

Am — m. 

Nous obtiendrons les arrangements des m lettres deux à 
deux en mettant à la suite de la première lettre a successi- 
vement chacune des autres lettres , à la suite de la seconde 
lettre b successivement chacune des autres, et ainsi de 
suite , ce qui donne le tableau suivant : 


ab, ac, ad, , ak , 

ba, bc, bd, bk, 

es , cb , cd ,i . . . . , ck , 


ka,kb,kc, , kh. 


La première ligne horizontale contenant tous les arrange- 
ments qui commencent par la lettre a , la deuxième tous 
ceux qui commencent par la lettre b, etc., nous avons 
ainsi formé tous les arrangements des m lettres deux à 
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deux. Puisque chaque ligne horizontale renferme m — i 
arrangements, et qu’il y a m lignes , le nombre des arran- 
gements contenu dans le tableau est m(m — i) ; on a 
donc 

Am=m(ro — i). 

De même , si à la suite de chacun des arrangements deux 
à deux on place chacune des m — s autres lettres, on forme 
les arrangements trois à trois 

abc, abd, abk, 

acb, acd, , ack, 

bac , bad , bak , 


A la suite du premier arrangement ab de deux lettres, nous 

avons écrit chacune des autres lettres c, d, k; de 

même à la suite du second ac, chacune des autres lettres 

b, d I; ; etc. On a formé ainsi tous les arrangements 

trois à trois ; car un arrangement de trois lettres se com- 
pose nécessairement d’un arrangement de deux lettres 
suivi d’une autre lettre. Le même arrangement n’est pas 
répétéjdeux fois; car les arrangements d’une même ligne 
horizontale diffèrent par la troisième lettre , et deux arran- 
gements de deux lignes différentes par l’arrangement des 
deux premières. Chaque ligne horizontale contient m — 2 
arrangements, il y a m(m — 1) lignes horizontales, au- 
tant que d’arrangements deux à deux ; donc le nombre des 
arrangements de m lettres trois à trois est m (m — 1 ){m — s) ; 
on a donc 

9). 
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En continuant le même raisonnement, ou arrive à la 
formule générale 

A» = m[m — i)(w — a) (m — n-f i). 

Le nombre des arrangements de m objets n à n est égal au 
produit des n nombres entiers consécutifs décroissants à com- 
mencer par m. 

32. Il est bon de s’assurer que la formule précédente , 
écrite par induction , est générale. Supposons que l’on ait 
formé les arrangements de m lettres n — i à n — 1 , et 
que l’on veuille former les arrangements n à n ; à la suite 
de chacun des arrangements n — 1 à n — 1 , on écrira suc- 
cessivement chacune des m — n -f 1 autres lettres. On 
obtiendra de la sorte tous les arrangements n à n; car un 
arrangement de n lettres se compose d’un arrangement 
de n — i lettres suivi d’une autre lettre. Le même arran- 
gement ne se trouve pas répété deux fois ; car deux quel- 
conques des arrangements ainsi obtenus diffèrent par la 
dernière lettre ou par l’arrangement des n — 1 premières 
lettres. Chaque arrangement ancien donnant ru — « + 1 
arrangements nouveaux , on a la relation générale 

_ \ 

. n . n— I . . 

A„=A„ X(i«-n+i|. 

On en déduit , en diminuant successivement » d’une 
unité , 

Am = Am X (»t — n + a), 

4 n— Ï . n—Z „ 

Am =Am X(m — n + Jj, 


Am = AmX(rn— i); 
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on sait d’ailleurs que 

a! L = m. 

Si l’on multiplie toutes ces égalités entre elles , les fac- 
teurs intermédiaires disparaissent , et l’on obtient la for- 
mule 

A “ =m(m — i) (m — n + i). 

Applications. i° Quel est le nombre des arrangements 
de sept lettres trois à trois? c’est le produit de trois 
nombres entiers consécutifs décroissants , à commencer 
par 7. 

.8 _ „ 

A 7 = 7. 6 . 5 = aïo. 

2° Combien y a-t-il de nombres composés de deux 
chiffres significatifs différents? Autant qu’on peut former 
d’arrangements avec les neuf chiffres significatifs deux à 
deux. 

A» = 9. 8 = 72. 

5® Combien y a-t-il de nombres composés de cinq 
chiffres significatifs différents? Autant qu’on peut former 
d’arrangements cinq à cinq avec les neuf chiffres signi- 
ficatifs. 

A# = 9. 8 .7.6.5= i 5 iao. 

Permutations. 

33. On appelle permutations de m objets les différentes 
dispositions que l’on peut donner à ces m objets, en les 
plaçant les uns à côté des autres sur une ligne droite. 
Chaque permutation contient tous les objets et deux per- 
mutations ne diffèrent que par l’ordre des objets. 
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Ainsi avec deux lettres a et b , on peut former deux per- 
mutations 


ab, ba. 


Nous désignerons eu général par P m le nombre des per- 
mutations de m objets. Il résulte de la définition que les 
permutations de m objets ne sont autre chose que les arran- 
gements de ces m objets pris tous ensemble, c’est-à-dire 
m à m ; on a donc, suivant la notation habituelle , 

P» = A” = m(m— i)(m— 3) S.a.i, 

ou , si l’on change l’ordre des facteurs , 

P m = i . 2.5.4 

Le nombre des pennutalions de m objets égale le produit 
des m premiers nombres entiers. 

' Applications . 1 ° Combien peut-on former de mots de 
trois lettres avec trois lettres données ? C’est le nombre des 
permutations de trois lettres 


P 3 = 1 . a . 3 = <;. 

a° De combien de manières peut-on disposer dix soldats 
en ligne ? C’est le nombre des permutations de dix objets : 

P 10 = I. a. 3.4.5. ü. 7 . 8 . 9 . io = 36a88oo. 

34. Nous avons déduit la formule des permutations de 
celle des arrangements comme cas particulier. Voici com- 
ment on peut établir cette formule directement. 

On 11 e peut évidemment donner qu’une disposition à une 

lettre a: ainsi 

• * 

P, = ». 

A. 
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- Avec deux lettres a et b , on peut former deux permu- 
tations 

ab, ba, 

et l’on a 

P,= «* 

Si, dans chacune des permutations précédentes, ou in- 
troduit la lettre c à toutes les places, à la fin, au milieu, au 
commencement, on obtient les permutations de trois lettres 
«, b, «, 

abc , acb , cab , 
bac, bca , cba. 

On a formé ainsi toutes les permutations de trois lettres; 
car une permutation de trois lettres se compose d’une per- 
mutation des deux premières lettres a et b à laquelle on 
ajoute la troisième lettre c. La même permutation ne se 
trouve pas répétée deux fois; car deux permutations quel- 
conques diffèrent, soit par la place de la lettre c, soit par la 
disposition des deux autres. Chacune des permutations 
précédentes donnant trois permutations nouvelles, on a 

Pj = P,X3=i.3.5. 

De même, si dans chacune des permutations des trois 
lettres a, b, c, on introduit la lettre d à toutes les places, et 
il y a quatre places, deux intermédiaires et deux extrêmes, 
on obtient les permutations des quatre lettres a, b, c, d ; 
chacune des permutations précédentes donnant quatre per- 
mutations nouvelles , on a 

P, = P,X4=i a. 5. 4 . 

En continuant le même raisonnement , on arrive à la for- 
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mule générale 


P m =t.a.5. 


. ni. 


35. Remavque. Le dénominateur commun des formules 
servant à la résolution d’un système d’équations générales 
du premier degré (n° 5) se compose d’un certain nombre 
de termes qui sont précisément les permutations que l’on 
peut faire avec les lettres a. I>, c, k servant de coeffi- 

cients aux inconnues. Ainsi pour trois inconnues , le dé- 
nominateur contient six termes , les six permutations des 
trois lettres a, b, c, et nous avons appris à former ce dé- 
nominateur au moyen des permutations de deux lettres , 
comme précédemment. 

De même pour quatre inconnues , le dénominateur con- 
tiendra 24 termes, les permutations des quatre lettres 
a, b, c, d. On le formera, au moyen du précédent, en met- 
tant dans chacun des termes la lettre d à toutes les places 
de droite à gauche , donnant au premier terme de chaque 
groupe le signe du terme qui l’a fourni, et alternant les 
signes dans ce groupe. Voici ce dénominateur : 

. 

ab'c"d"’—ab'd’c‘"+ad , b"c"'-~da'b'c" - ' 

, J — ac'b"d" -f- ac'd'b" — aàc"b" + da'c'b " 

+ ca'h'd" — ca'd'b"' -f- rd'a'b" — dca"b" 

— bac"d‘” -f- ha’d"c m — bd'a"r m + db'a"c" 

■ 4. br'a"d '“ — br'd"a” -f bd' c'a" — db'r"a " 

— rb'a"d" 4- cb'd"a” — cd'b"a m 4- dcVa". 


La première lettre de chaque terme n’a pas d’accent, la 
seconde est affectée d'un accent, la troisième de deux, la 
quatrième de trois. 

• ' • : '• * v • l: ' ->■ . 
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Combinaisom. 

36. On appelle combinaisons de m objets n à n les diffé- 
* rents groupes que l’on peut former avec ces m objets en 
les prenant n à n, de toutes les manières possibles, de façon 
que deux groupes diffèrent au moins par la nature d’un 
objet. Dans les combinaisons on n’a pas égard à la dispo- 
sition des objets. 

Si l’on a m lettres et que l’on imagine qu’elles représen- 
tent des quantités différentes, on peut concevoir les combi- 
naisons de ces m lettres n à n comme les différents produits 
que l’on peut former avec ces m lettres, en les prenant n 
à n de toutes les manières possibles. 

Par exemple, avec les trois lettres a, b, c, prises deux à 
deux , on ne peut former que trois combinaisons 

ab, ac, bc , 

tandis que l’on a six arrangements. 

Nous désignerons en général par C"„ le nombre îles com- 
binaisons de m objets n à n. La formule des combinaisons se 
déduit de celle des arrangements et de celle des permuta- 
tions. Imaginons en effet les combinaisons de m lettres n a n 
formées. Si nous donnons aux n lettres qui composent cha- 
cune de ces combinaisons toutes les dispositions possibles, 
c’est-à-dire si nous permutons ces n lettres, nous obtien- 
drons les arrangements des m lettres n à n. Nous aurons 
ainsi tous les arrangements ; car un arrangement quelcon- 
que est une combinaison dans laquelle les n lettres qui la 
composent sont disposées dans un certain ordre ; et nous 
n’aurons pas deux fois le même; car les arrangements 
fournis par une même combinaison diffèrent par l’ordre 
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des lettres et ceux qui sont fournis par des combinaisons 
différentes diffèrent au moins par la nature d'une lettre. 
Chaque combinaison donnant un nombre d’arrangements 
marqué par P„ , on a 


A* = C» x P. 


d’où 



et , en remplaçant par les valeurs connues , 

f ,„ _ m{m — 1 )(m — a) (m — n-f i) 

Cip, — _ • 

i. a . 3 n 

Applications. Pour appliquer la formule, on écrit d’a- 
bord au dénominateur les n premiers nombres entiers, puis 
on écrit au numérateur un égal nombre de nombres entiers 
décroissants , à commencer par m: 

i® Nombre des combinaisons de 5 objets a à 2. 

r « 5.4 
C» = = 10. 

1 . a 

a 0 Nombre des combinaisons de 10 lettres 4 à 4 - 

Cio — — = aïo. 

5 ° Nombre des combinaisons de 10 lettres 6 à 6. 


r.» _ 10. 9. 8. ,7. 6. 5 _ 10 . 9.8 .7 


1 . a . 5 . 4 • 5 . G i.a.3.4 


= aïo. 


4 " Le nombre de combinaisons de m lettres une à une 
est 1/1 , ce qui est évident à priori. 


Digitized by Google 



54 LEÇONS D’ALGÈBRE. 

5 ° Le nombre des combinaisons de m lettres m km est 

m[m — a) (m — 3 ) 3 . 2 . 1 

ü m * • 

• i.a.3 m 

• Il est évident en effet que si l’on prend toutes les lettres on 
* ne peut former qu’une seule combinaison. 

37 . Probabilité. On appelle probabilité d’un événement 
le rapport du nombre des cas favorables au nombre total 
des cas possibles , lorsque tous ces cas sont également pos- 
sibles. Je suppose qu’une urne renferme 12 boules, 7 blan- 
ches et 5 noires. On lire une boule au hasard, et l’on de- 
mande la probabilité pour chaque couleur. 11 y a ia cas 
possibles et également possibles : 7 pour les blanches, 

5 pour les noires. La probabilité est donc pour la sortie 

5 

d’une blanche, — pour-la sortie d’une noire. 

12 

La loterie se composait de 90 numéros ; à chaque tirage 
il en sortait 5 au hasard. Une personne désigne un nu- 
méro, par exemple, le numéro 20 ; si le numéro désigné 
se trouve parmi les 5 numéros sortants, la personne a 
gagné, sinon elle a perdu. C’est là ce qu’on appelait prendre 
un extrait. 11 est facile d’évaluer la probabilité. Puisqu’on 
tire 5 numéros à chaque fois , le nombre des cas possibles 
est le nombre des combinaisons de 90 numéros 5 à 5 , 

ri' = 90 • 89 . 88 . 87 . 8G 

— z • 

1 . 2 . 3 . 4 • 5 

Les cas favorables sont les combinaisons qui contiennent 
le numéro désigné 20; pour les former, imaginons que 
l’on ûte ce numéro 20 et que l’on combine les 89 autres 
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numéros 4 à 4> P u ^ s ? ue l’ on ajoute à chacune de ces com- 
binaisons le numéro 20 ; on aura de cette manière toutes les 
combinaisons qui contiennent le numéro 20. Ainsi le nom- 
bre des cas favorables est le nombre des combinaisons de 
* 

89 numéros 4 & 4 » 

89 . 88 . 87 . 86 

— — ; . 

I . 3 . 3.4 

La probabilité de la sortie d’un numéro désigné ou le 
rapport du nombre des cas favorables au nombre total des 

5 1 

cas possibles est le quotient de Cj, par C«, soit — ou 

Ainsi sur 1 8 cas possibles , il y en a 1 favorable à la per- 
sonne qui prend l’extrait, et 17 pour la loterie. Il faudrait 
donc parier 1 contre 17. La loterie, au lieu de donner 
17 fois la mise, ne donnait que i 5 fois. 

Lorsqu’on désigne deux numéros, on prend ce qu’on ap- 
pelle un ambe; si les deux numéros désignés sont tous deux 
parmi les cinq numéros sortants, on a gagné; sinon on a 
perdu. Les cas favorables sont les combinaisons qui con- 
tiennent les deux numéros désignés ; on les formerait en 
combinant les 88 autres numéros 5 à 5 , et ajoutant à cha- , 
cune des combinaisons les deux numéros désignés. Ainsi la 
probabilité de la sortie d’un ambe est le rapport de h 
s • A. 3 2 

soit — ou „ 11 faudrait donc parier 2 contre 

89.90 soi 

799 ou 1 contre 399 -f- * ; la loterie 11e donnait que 270 
fois la mise. 

On trouvera de môme que la probabilité du terne est 

— — celle du aiiaterne . — — La loterie ne donnait 
11748 5 1 1008 
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que 55 oo fois la mise pour le terne, 75000 fois pour le 
quateme. 

38 . Nous allons démontrer sur les combinaisons deux 
théorèmes qui nous seront utiles par la suite. 

Théorème I. Le nombre des combinaisons de ni objets n 
à n est égal au nombre des combinaisons de ces m objets 
in — n à m — n. 

Supposons en effet que l’on ait m numéros dans une 
urne; si l’on en tire n, il en restera m— n dans l’urne; 
ainsi à chaque combinaison de n numéros correspond une 
combinaison de m — n, et réciproquement. On a donc 



On peut d’ailleurs vérifier aisément l’égalité des deux 
nombres 

n » _ m(m — 1) (m — n-f- 1) 

— — j 

1.3.0 n 

m-* _ tn(m — 1) (»+ 1) . 

1 . a . 3 (m — n) ' 

car si l’on multiplie les deux termes de la première fraction 
par le produit î.a (m — n), les deux termes de la se- 
conde par 1.2 n, les dénominateurs deviennent égaux 

et l’on a au numérateur le produit des nombres entiers con- 
sécutifs de 1 à m ; il vient de la sorte 



1 . a . 3 m 

1.3 nXi.a (m — n) 


Par exemple, le nombre des combinaisons de 5 objets 4 à 
4 est égal au nombre des combinaisons de 5 objets 1 à 1 , 
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le nombre des combinaisons de 5 objets 5 à 5 est égal au 
nombre des combinaisons 2 à 2 , 

39. Théorème II. Le nombre des combinaisons de m 
objets n ri n est égal au nombre des combinaisons de ra — 1 
objets n à n, plus le nombre des combinaisons de m — 1 
objets n — 1 à n — 1 . 

En effet les combinaisons de m lettres a, b, c, k, 

prises n à n, peuvent être distinguées en deux catégories, 
celles qui ne contiennent pas une certaine lettre k et celles 
qui la contiennent. La première catégorie se compose évi- 
demment des combinaisons des m — 1 premières lettres n 
à n. On obtiendra celles de la seconde catégorie en formant 
les combinaisons des m — 1 premières lettres n — 1 à n — 1 , 
et ajoutant à chacune d’elles la lettre k. On a donc 

c = c_, + c:i, . 

On peut aussi vérifier facilement cette égalité au moyen 
de la formule des combinaisons. 

Par exemple le nombre des combinaisons de 7 objets 3 à 
3 est égal au nombre des combinaisons de 6 objets 3 à 3 , 
plus le nombre des combinaisons de 6 objets 2 à 2 . 

DÉVELOPPEMENT DES PUISSANCES ENTIÈRES ET POSITIVES 
D’UN BINÔME. TERME GÉNÉRAL. 

40. On sait que le produit de deux polynômes est égal 
à la somme des produits obtenus en multipliant chacun des 
termes du multiplicande par chacun des termes du multi- 
plicateur. En général, le produit de plusieurs polynômes est 
la somme des produits obtenus en prenant de toutes les 
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manières possibles un terme dans chacun des polynômes 
proposés. 

Proposons-nous d’abord d’effectuer le produit des m fac- 
teurs binômes 

[x+a)(x + b){x + c). . . . .( x + h)(x + k ), 

N 

en J’ ordonnant par rapport aux puissances décroissantes 
de x. 

Le produit de ces ta facteurs binômes est la somme des 
produits obtenus en prenant de toutes les manières pos- 
sibles un terme dans chacun d’eux. Si l’on prend les m pre- 
miers termes, on obtient le premier tenue a* du produit. 
Si on prend le second terme a dans le premier facteur bi- 
nôme, et le premier terme x dans tous les autres, on obtient 
le produit ax " -1 qui est du degré m — 1 ; prenant de même 
le second terme b dans le second facteur binôme et le pre- 
mier terme x dans tous les autres, on a bx m ~‘ ; en un mot, 
le second terme de l’un quelconque des facteurs binômes, 
combiné avec les premiers termes de tous les autres, donne 
au produit un terme en x"~‘. Réunissant tous ces termes du 
degré ni — 1 , on voit que x 1 " -1 a pour multiplicateur la 

somme des m quantités a, b, c, k, somme que pour 

abréger nous désignerons par S,. Ainsi le second ternie du 
produit est S,®*" -1 . 

Prenons maintenant les seconds termes dans deux quel- 
conques des facteurs binômes, et les premiers dans tous 
les autres, nous formerons les termes du degré m — a, tels 
que a 6 .r"~*, acjc“~ s , bc. r" -1 , etc. Si nous réunissons tous ces 
termes, nous voyons que/c" - ’, mis en facteur commun, sera 
multiplié par la somme des combinaisons deux à deux des 

m lettres a, b, k. Désignons par S., la somme de ces 

combinaisons , le troisième terme du produit sera S s x n ~ ! . 
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En prenant de même les seconds termes dans trois quel- 
conques des facteurs binômes et les premiers dans tous les 
autres, on formera les termes du degré m — 3, tels que 
nhcx m ~ \ abdx m ~ i , etc. Réunissant ces termes en un seul, 
et appelant S, la somme des combinaisons trois à trois des 

lettres a, b , />, on obtient le quatrième terme Sj-r" -9 du 

produit. 

En général , si l'on prend les seconds termes dans « quel- 
conques des facteurs binômes et les premiers dans les m — n 
autres, on forme les termes du degré m — n -, réunissant ces 
termes et représentant par S n la somme des combinaisons 

n à n des m lettres a, b, k, on a le terme général 

du produit. 

Les termes du premier degré s’obtiennent en prenant 
les seconds termes dans tous les facteurs binômes, excepté 
un , et le premier dans cet autre ; ces termes réunis 
donnent l’avant-dernier terme du produit Enfin le 

produit abc k des seconds termes de tous les facteurs 

binômes, produit que nous désignerons par S m , donne le 
dernier terme du produit demandé. 

Ainsi le produit des m facteurs binômes se développe de 
la manière suivante : 

JP-j-SjO:”* - ’ -f- S,#’" - ’ -f- SjX"* 3 ... S n X m ~ a ... -f-Sm-iX-f-Sm. 

41 . Supposons maintenant que les quantités a, b, c , ... k 
soient égales entre elles, le produit des m facteurs binômes 

(x -f- a) (x 6) (x -f c ) (x -(- k) , 

devient (jc-f-a)'". Voyons h quoi se réduit le développe- 
ment : la somme S, des quantités a, b, c I; se réduit à 

ma , puisque chacune de ces quantités devient égale à a et 
qu’il y en a in. La lettre S, désigne la somme des combi- 
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liaisons deux à deux de ces mêmes quantités ; chacune de 
ces combinaisons devient égale à n* ; et il y en a un nombre 
marqué par le nombre des combinaisons de m lettres deux 

à deux , soit — - - ; leur somme S, est donc égale à 
m ^ «*. De même S, désigne la somme des combinai- 


1.2 


sous trois à trois ; chacune de ces combinaisons devenant 

égale à a’ et leur nombre étant 1H -- n — leur 

1 . 2.0 

, , m(rn — i)(»i — a) . 

somme égale — ^ a . 

1 . 2.0 

En général S„ désigne la somme des combinaisons n h n 

des m quantités d, b, c A; ces quantités devenant 

égales k a , chacune des combinaisons se réduit à a" -, leur 
nombre étant évidemment le nombre des combinaisons de 
m lettres « à « , on a 

S — w < m ~ «H 1 »— a ) (m — n+ 1) 

" i.2.3 n 


Enfin, le dernier terme ou le produit des m quantités 

égales «. b A, se réduit à n". 

On a ainsi la formule 

» * v. 

_ . , w «... — i ) * m 

î) (x+fl) =æ -] — ter * -j — a*x 

1 1.2 

«.(m— ,)(m— a) + 5 a -* + a-, 

i . a . 5 i 


connue sous le nom de formule du binôme. Elle est très- 
fréquemment employée ; elle sert à former le développe- 
ment d’une puissance quelconque d’un binôme. Le terme 
général, celui qui occupe le n-j- i* rang dans le dévelop- 
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pement, est, corame nous l'avons dit, 

mim — i)(m — a) (m — n+i) „ 

a) — -i — L ! ! a"x . 

1 . a . 3 n 

Si dans laformule ( i ) on remplace a par — a, on obtient 
le développement de (x — a) m , 

m « i» _ , m m — i) . _ . _ 

(x — a) = x ax ‘ 1 a'x ' — ..... ; 


les signes alternent. 

42. Remarque I. Dans la formule du binôme, les expo- 
sants de x vont en diminuant graduellement d’une unité, 
ceux de a vont au contraire en augmentant; la‘ somme des 
exposants de a et de x dans chaque terme est constam- 
ment égale à m. 

Le nombre des termes du développement est m -f i ; car 
les exposants de x forment la suite des m premiers nom- 
bres entiers, plus l'exposant zéro du dernier terme, 


rrt, m — i , m — a, , i, o, 

en tout m + i termes. 

43. Remarque II. Les cocllicienls des termes également 
distants des extrêmes sont égaux. Si l’on écrit la formule 
du binôme en laissant les lettres qui marquent les nom- 
bres de combinaisons, on a 

(x + «r = x m + cUx"-’ + cLa’x— 

+ Ca-V + C VaT-'x + a". 

Le premier terme et le dernier ont tous deux pour coeffi- 
cients l'unité, le second terme et l'avant-dernier ont pour 
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coefficients C' m et C” _1 ; mais, en vertu d’un théorème 
démontré (n° 58), on sait que ces deux nombres sont 
égaux. De même les troisièmes termes à partir des deux 
extrêmes ont pour coefficients les nombres égaux et 
Cr, etc. 

44. Remarque 111. Les coefficients se déduisent les uns 
des autres par une loi très-simple : Multipliez le coefficient 
du dernier terme obtenu par 1 exposant de x dans ce ternie 
, et divisez par l'exposant de a augmenté d'tmc unité, cous 
aurez le coefficient du ferme suivant. 

En effet, nous avons trouvé pour terme général du déve- 
loppement 

mfw — i) X»* — « + »)(»* — » + 0 

“i .a.'. . .(n-,)n * ’ 

le terme précédent est . 

(ru — n + a) _„_ n+1 

’ u X ». 

1.2 . . . ;« 1 ; 

*On déduit le terme général du précédent en augmentant 
d’une unité l’exposant de a et diminuant d’une unité celui 
de jp. Quant au coefficient , on le forme en multipliant le 
coefficient précédent par l’exposant m — n -f- i de x dans 
ce terme précédent, et divisant par n, exposant de a aug- 
menté d’une unité. 

Exemples : 

Il importe de s’exercer à développer rapidement la puis- 
sance d’un binôme. La règle que nous veqons d’indiquer 
facilite beaucoup le calcul. 

i 0 (x -|- a) 1 = x’ -f- fax* -{- a î a'x‘ 35a\r* 

-|- ’ôbà'x 1 + 1 1 a'x* + 7 a‘x *+-«’■ 
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Pour passer du second terme au troisième, il faut mul- 
tiplier par 6 et diviser par 2, ce qui revient à multiplier 
par 5 . Pour passer du troisième terme au quatrième, il faut 
multiplier par 5 et diviser par à: on divisera d’abord 21 
par 5 , ce qui donne 7, et on multipliera par 5 , ce qui 
donne 35 . Le développement contenant 7 + 1 ou 8 termes, 
et les termes également distants des extrêmes étant égaux, 
une fois trouvés les quatre premiers, on écrira les quatre 
autres immédiatement. 

» 

a 0 [x -f- a)* = a? + 8ax 7 -f- aSa’a: 4 -j- SGa 3 #* 

4- 70 a'x* + 5Ga s x* -j- 28« f, x 5 -f- 8a 7 x-J- a 8 . 

Le développement contient 9 termes; il est nécessaire de 
calculer les cinq premiers, arrivé au terme 70 u‘x\ on 
remarque que les coefficients se reproduisent. 

3° { x — a) 1, =x" — 1 lax^-f-SSa'x 9 — i65a 5 x"-{-33o«‘x" 

— 462a'x 6 4'462a , x 11 — Sôoa’x'-f-iGôaV 5 — 55ff".r 5 -l - 1 ia 10 x — 

Le nombre des termes étant pair, le dernier terme a le 
signe — , et les termes qui ont même coefficient sont affec- 
tés de signes contraires. 

4“ ( x — a)'*=x u — 1 20x ,, 4-66a\r 1 ° — aQorr’x’-f-'itpa'x'' 

— 79 2a 5 x 7 4 92 4 a * x“ — 79 2 a 7 x s 4 4 ÎP 0 8 x ‘ — 22oa"x 7 
4GGa ll> x* — 1 2a 1 ’x-fa 1 ’- 

Le développement contenant un nombre impair de termes 
le dernier a le signe 4 et les termes qui ont même coeffi- 
cient sont affectés du même signe. 

45. Remarque IV. Les coefficients vont en augmentant du 
commencement jusqu'au milieu du développement et en di- 
minuant du milieu à la fin. En effet, le rapport du coeffi- 
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cient du terme général à celui du terme précédent est, 
comme nous l’avons dit, 

m — n+ i 
n 

C’est par ce rapport que l’on multiplie le coefficient du n* 
terme pour former celui du n + i *. Les coefficients vont en 
croissant tant que ce multiplicateur reste supérieur à l’u- 
nité; ils vont au contraire en décroissant quand ce multi- 
plicateur devient inférieur à l’unité. Posons donc 

m — #4- 1 

^ > 1 > 

n 

et résolvons cette inégalité par rapport à it (i r * partie, 
n° 109), nous aurons 

m 4 - 1 

n< — ■ — . 
a 

La fraction m y — désigne la moitié du nombre des termes 

du développement -, ainsi les coefficients vont en croissant 
jusqu’au milieu. A partir du milieu , l’inégalité change de 
sens et les coefficients décroissent. 

11 y a deux cas à distinguer : 1“ lorsque m est pair, le 
nombre des termes m -f- 1 est impair ; il y a au milieu un 
coefficient plus grand que tous les autres. Ainsi dans le 
développement de (x + a) s , dont nous n’écrivons ici que 
les coefficients 

t 

1, 8, a8, 56 , 70, 56 , a8, 8, 1, 

le coefficient 70 est le plus grand, a* Lorsque m est impair, 
le nombre des termes est pair, il y a au milieu deux coefll- 


Digitized by Google 


CHAH. Ili. FORMULE DU BINÔME. 


65 


cients égaux plus grands que tous les autres. Ainsi dans 
le développement de (x -f- a)', dont les coefficients sont 


i, 7, ai, 35, 35, ai, 7, 1, 


les deux coefficients 55 du milieu sont les plus grands. 

Ce qui précède donne une propriété des combinaisons 
qu’il est bon de remarquer. On demande, par exemple, 
de quelle manière il faut combiner huit objets pour avoir 
le plus grand nombre de combinaisons. Il est clair qu’il 
faut les combiner 4 à 4 ; car les coefficients du développe- 
ment de (,r-{-a)\ à partir du second, sont les nombres 
de combinaisons que l’on peut former avec 8 objets, en les 
combinant 1 à 1 , a à 9 , 5 à 5, etc... ; le plus grand coeffi- 
cient étant le cinquième, il en résulte que le nombre des 
combinaisons des 8 objets 4 à 4 surpasse les autres nom- 
bres de combinaisons. De même, «avec 7 objets, on obtient 
le plus grand nombre de combinaisons en les prenant 5 à 3 
ou 4 à 4. 

46. Remarque V. Si dans le développement de (x -f- a)" 
on fait 1 et 0 = i, chaque terme se réduit' à sou coef- 
ficient et l’on a 


„ _ , m , m(m— 1 ) 

a = 1 H 

1 1.2 


+ *• 


Ainsi la somme des coefficients du développement est égale 
à 9". 

En retranchant le premier coefficient qui ne désigne pas 
un nombre de combinaisons , on en conclut que le nombre 
total des combinaisons que l’on peut faire avec m objets, 
en les prenant de toutes les manières possibles, est a" — 1 , 


o-c.+c 1 . +<=:=»—■ 

6 . 
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Développement de (a-j-èyO)'*. 

47 . Nous avons dit (i** partie, n° i 4 o) que l’on appelle 
quantité imaginaire une expression de la forme a + b y/ — 1 
ou de la forme a-\-bi (la lettre i étant adoptée pour dési- 
gner le symbole y/ — 1), dans laquelle les lettres a et b 
représentent des quantités réelles quelconques positives ou 
négatives. On a étendu aux quantités imaginaires les règles 
ordinaires du calcul algébrique , comme si la lettre i dési- 
gnait une quantité réelle, en convenant à remplacer dans 
les résultats «* par — 1. 

D’après cette convention , commençons par former les 
puissances successives de i. On a d’abord t* = — 1. La 
troisième puissance t* étant égale à la deuxième »’ multiplié 
par i, il vient 

i 5 = i'Xi=-ixi=-i. 

La quatrième étant égale à la troisième multipliée par i , on 
a de même 

* 

i‘ = v>X» = — t'X» = — «*= — ( — 1) = + ' , 

et ainsi de suite 

t* = i‘ X » = » , 

i' = i l Xi = iXt=»'= — » 

On obtient de la sorte la série des puissances 

• 

**° = H- t , i‘ = + », i» = — », «• =—•, 

t k = +i, «* = -(-*, '*==—>• 

La quatrième puissance i‘ étant égale à i°, il est clair que 
les mêmes résultats se reproduisent périodiquement de 4 
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en 4» et l’on a en général 


— . | | Iw-f 1 j ■■ _ I ~ ~ | ^ 

Les puissances paires sont réelles , les puissances impaires 
imaginaires. 

48. Si d’après la convention générale sur le calcul des 
quantités imaginaires , on applique la formule du binôme 
au développement de (a + M)", on a 

. .... , m , mim — î) ...... 

(o -j- ft»i m = a m -| o fc» -j- — - -f- ...... 

i i .a 

En remplaçant les puissances successives de i par les va- 
leurs trouvées précédemment, il vient 


m 


(a + bi)*' = a m -| a m ~'bi 


mm- 


1.3 




m(m — i)(m — a) .... , 

' ' ' -ar-*Vî + 


1.2.3 


les termes sont alternativement réels et imaginaires. Réu- 
nissons enfin les termes réels et les termes imaginaires, nous 
aurons 


(«+&»)*=[' 


m[m — i) 

a m : a^'b- 


m 


m _ i)(m— a)(m— 3) 
î.a. 3. 4 


+f mar-'b- + 

1.2.3 


]• 



Dans chaque parenthèse les termes sont alteniativement 
positifs et négatifs. Si l’on désigne par A et B les valeurs 
de ces deux parenthèses, on voit que le développement 
de (a 4- bi) " est une quantité imaginaire de la forme ordi- 
naire A -f Bi. 
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Il est clair que le développement de (a — bi) m ne diffère 
de celui de (a 4- bi) m qu’en ce que le signe de i est changé. 
Nous avons trouvé 

(a + «)-=A + B» ; . 

il en résulte que 

(o — 6ij"= A — B». 

Applications ; 

1° ( i + »')* = i+5» — îo — io» + 5 + t = — 4 — 4'- 
2 ” ( «—«)* = — 4 + 4 *'- 

3' (3 +a»)*=3 , + 6.3 , .a»‘ — i5.3‘.a’ — ao.3*.a’»+ »5.3*.a‘ 
+6.3.2“» = — ao35 — 828». 

4° (3 — a»)“= — ao35 + 8a8». 

Limite vers laquelle tend ( 1 +^j m , quand m croit 

AU DELA DE TOUTE LIMITE. 

49. Nous allons d’abord démontrer deux lemmes qui 
nous serviront dans la question proposée. 

Lemme 1. La limite de la somme d’un nombre fini de gran- 
deurs variables est fgale à la somme de leurs limites. Soient 
A, B, C, L, m grandeurs variables qui tendent simul- 
tanément vers les limites a, b, c, I. Si l’on appelle 

a, j3, y, X, les différences des grandeurs proposées à 

leurs limites, on a 

A =a + a , 

• . B = fc + p, 

G = c + y , 


L = J + X 
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En additionnant ces égalités et désignant par S la somme 
des grandeurs variables et par s celle des limites , il vient 

S = s + (* + P + Y + + *)• 

Appelons p la plus grande des différences a, (3, X en 

valeur absolue; leur somme sera moindre que mp. Or le 
nombre m restant fini , et la quantité p devenant plus pe- 
tite que toute quantité donnée, puisque toutes les diffé- 
rences tendent vers zéro, le produit mp deviendra aussi plus 
petit que toute quantité donnée ; donc la somme S tend 
vers la limite s. 

Lemme II. Im limite du produit d'un nombre fini de fac- 
teurs variables est égal au produit de leurs limites. 

En conservant les mêmes notations que précédemment, 
nous avons les différences 

A — a = a , 

B -6 = P, 

C — c = Y , 


L — / = X. 

Multiplions les deux membres de la première égalité par 

BC...L, ceux de la seconde par aC L, la troisième 

par abD L, enfin de la dernière par bc....,k f ce 

qui donne 

ABC L — aBC L = *BC L , 

«RC L — abC L = [iaC L, 

nbC L — afecD....L = Y«èlh...L , 


abr 4L — abc kl = ^ab k. 
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Si l’on ajoute toutes ces égalités on voit que les quantités 
intermédiaires se détruisent ; il vient 

ABC L — abc I — et 1 1 ( L -j- fJ<jC.....L. -j- ..... 

Chacun des produits BC L, aC L, conservant 

une valeur finie , on voit que le second membre est la somme 
de tn quantités qui tendent vers zéro; donc leur somme 

tend vers zéro, et le produit ABC L a pour limite 

abc /. 

Mais il est nécessaire pour que les propriétés subsistent 
que le nombre des parties de la somme ou le nombre des 
facteurs du produit soit fini. Soit, par exemple, la somme 
des tn quantités 

+ £; 

chacune d’elles tend vers zéro quand m augmente indéfini- 
ment; mais le nombre des parties devenant infiniment 
grand , on ne peut plus dire que la limite de la somme est 
la somme des limites , ce qui donnerait ici zéro ; et en effet 
cette somme est égale à a. 

De même l’expression ( 1 -f- — ) désigne le produit des 
\ m] 

tn facteurs égaux à i 4- — ; chacun de ces facteurs devient 
m 

égal à l’unité quand m augmente indéfiniment; la limite du 
produit n’est pas égale au produit des limites, c’est-à-dire 
à l’unité , parce que le nombre des facteurs devient infini. 
C'est cette limite que nous nous proposons de déterminer. 

50. Eu développant la puissance ^ par la for- . 

mule du binôme, il vient 
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( , + ^) ~ i 


m i m(m — i) 1 


1 m i.a m 

m(m — — n-f-i) 1 
î.a. n m’ 


mlm — i )(m — a) i 
».a.5 m‘ ' 


+ 


Remarquons que dans chaque terme l’exposant de m est 
égal au nombre des facteurs du numérateur; on divisera 
donc par cette puissance de m, en divisant par m chaque 
facteur du numérateur ; on a ainsi 


« ('+s)"=' + 7 


(,-l) 

i \ mj \ m) \ m! 


î.a 


i.a.3 


K) K) (-=?) 


i.a n 


-R. 


Nous avons écrit les n + î premiers termes du développe- 
ment, et nous avons appelé R la somme des termes suivants. 
Comparons ce développement à la série connue (n° 5o), 




1 . 3.5 


+ 


R', 


dont nous écrivons également les n -j- i premiers termes, 
appelant R' la somme des termes suivants. Il est visible 
que les termes du développement (i) sont moindres que les 
termes correspondants de la série ( 2 ) , puisque les déno- 
minateurs sont les mêmes de part et d’autre, et que les 
numérateurs des premiers sont inférieurs à l’unité. Pour 
cette raison, et aussi parce que dans R il y a un nombre 
fini de termes, tandis que dans IV il y a un nombre infini , 
* on conclut que R est inférieur à R'. 

Laissant n fixe, supposons que m augmente indéfini- 
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ment, le développement (i) contenant un nombre fini 
de termes, savoir »rf 2, en vertu du lemme I, la limite 
de la somme égale la somme des limites de ces différents 
termes. Le numérateur du troisième terme a évidemment 
pour limite l’unité ; de même celui du quatrième ; en gé- 
néral le numérateur d’un terme quelconque , étant le pro- 
duit d’un nombre fini de facteurs dont chacun se réduit à 
l’unité, a pour limite, en vertu du lemme II, le produit des 
limites de ces différents facteurs, c’est-à-dire l’unité. On a 
donc 

• . é « * 

(3) /im =i+--f— + -Î— + -| — +JimR 

v ' \ m/ I Î.a 1.2.3 I.a...n 

Le reste R étant inférieur à R', quelque grand que soit 
m, la limite de R' sera au plus égale à R. Dans l’expres- 
sion ( 3 ) , qui est tout à fait indépendante de m , nous 
pouvons maintenant supposer que n devienne de plus en 
plus grand ; alors le second membre se prolongera de plus 
en plus ; la quantité ZwiR, qui est au plus égale à R', tend 
vers zéro ; on obtiendra donc la série elle-même. On a ainsi 

limix - f l)\ = , + i + -L + _^+ 

\ m/ 1 1.2 1.2.3 

Il résulte de là que la limite de ^1+ est le nom- 
bre incommensurable e que nous avons appris à calculer. 

I 

51 . L’expression (1 -f «)* tend vers la même limite, quand 
a tend vers zéro. Ceci est évident, si la quantité très-petite 

a est une fraction de la forme — , m étant un nombre en- 

m 
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tier très-grand ; car dans ce cas l’expression (î-)-») 11 de- 
vient (.+.£)'. 

En général la quantité très-petite « sera comprise entre 

deux fractions de la forme — et — \ — , et l’on aura 

m tn -f- 1 

i " i 

— —<*<-. • 
m -f- î m 

L’exposant ÿ très-grand sera alors compris entre les deux 

nombres entiers consécutifs m et m + 1 , de manière que 
l’on ait 

i 

m <- < m + î. 

ot 

Si dans l’expression proposée (i-f«) a on remplace la quan- 
tité i + a par la quantité plus grande i + — et l’expo- 

m 

sant - , par l’exposant plus grand m -f- 1 , on augmente évi- 

OL 

déminent la valeur de l’expression, et l’on a 

i / i\ m + l 
, (. + «)«<(. + -) • 

Au contraire si l’on remplace la quantité i -f- « par la 
quantité plus petite i + et l’exposant - par l’ex- 

posant plus petit m, on diminue la valeur de l’expression, 
et l’on a 
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On obtient ainsi les inégalités 

( 1+ ;^b) <(* +“)“<(* +^) .... ; . 

ou, par des transformations convenables , 

• (■ + : ' 


m -|- 1 


m + « 


<(.+.)*<(, +i)'x( , + i). 


Lorsque la quantité a tend vers zéro, le nombre entier m 
augmente indéfiniment; chacune des quantités 

/ i \ " +l 

et ( H I tend vers la limite e; d’ailleurs le di- 

V m + 1/ 

viseur i -| ] — , de même que le multiplicateur 1 4- — , 

i m 

devient égal à l’unité. Les deux quantités extrêmes 
tendent ainsi vers la même limite e ; donc la quantité 

(> + «)“, qui est comprise entre elles, tend aussi nécessai- 
rement vers cette même limite. 

Nous avons supposé dans ce qui précède la quantité a po- 
sitive, supposons la maintenant négative; en mettant le si- 

I 

gne en évidence, on a à considérer l’expression (i — a) “. La 
quantité i — a moindre que l’unité , peut se mettre sous la 

forme — l - — ? , a' étant une quantité positive. De l’égalité 

1 H- (X 




on déduit 
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Quand a' tend vers zéro, la quantité (î-f tend vers e, 
tandis que le multiplicateur î-f a' tend vers l’unité; donc 

_ I 

la quantité (1 — a) a a pour limite e. 

t 1 

Ainsi quel que soit le signe de a, l’expression (i + a) r tend 
vers une limite égale à e , quand a tend vers zéro. 


SOMMATION DES PILES DE BOULETS. 

Triangle arithmétique. 

52 . On appelle triangle arithmétique, ou triangle de ' 
Pascal, le tableau suivant qui renferme les coefficients des 
puissances successives du binôme : 



i 

a i 


3 

3 

1 






4 

G 

4 

1 





5 

IO 

10 

' 5 

1 




G 

i5 

ao 

i5 

6 

1 



7 

21 

35 

35 

ai 

7 

1 


8 

28 

56 

70 

5G 

28 

8 

1 

9 

36 

84 

126 

126 

84 

36 

9 » 

IO 

45 

lao 

aïo 

a5a 

210 

îao 

45 10 
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La première ligne horizontale renferme les coefficients 
de la première puissance du binôme x + a , la deuxième 
les coefficients du développement de ( x -(- a)’, la troisième 
ceux de (.r + a) s ; en général la m' ligne horizontale ren- 
ferme les coefficients du développement de {x + a) m , c’est- 
à-dire en mettant à part le premier coefficient 1 , les nom- 
bres de combinaisons de m objets, pris 1 à i , 2 à 2 , etc. 

En faisant abstraction de la colonne des unités, on voit 
que la première colonne verticale contient les nombres des 
combinaisons une à une de 1 , 2, 3 , ... objets, la seconde les 
nombres de combinaisons deux à deux de 2, 3 , l\ ob- 

jets; en général la 11' colonne (toujours abstraction faite de 
celle des unités que l’on 11e compte pas) contient les nom- 
bres de combinaisons n àtiden, n-|-i, « -f- 2, ... objets. 

En un mot la m* ligne horizontale renferme les nombres 
de combinaisons de ni objets , la n* colonne verticale les 
nombres de combinaisons n à n. Ainsi le nombre placé à 
l’intersection de la m' ligne horizontale et de la n' colonne 
verticale est CÜ,. 

Chaque nombre du triangle arithmétique égale le nombre 
placé au-dessus de lui, plus le nombre placé à gauche de 
ce dernier. Ainsi le nombre 35 de la 7* ligne égale le 
nombre 20 placé au-dessus de lui , plus le nombre id placé 
à gauche de 20. Ceci résulte de la relation 


c; = c:_, + ci-’, , 


que nous avons démontrée n° 3 <j ; C* est effectivement 
placé au-dessus de C^ dans la même colonne verticale , et 
CH’, est placé à gauche de C* dans la même ligne hori- 
zontale. 

Cette propriété sert à la formation du tableau : suppo- 
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sons écrites les trois premières lignes, on dira 5 et 1 font 4, 
3 et 5 font 6, i et 3 font 4 ; écrivant à la suite l’unité, on 
aura la quatrième ligne. On dira de même 4 et i font 5, 
6 et 4 font io, 4 et 6 font io, î et 4 font 5, et l’on écrira 
à la suite l’unité, ce qui donne la cinquième ligne, et ainsi 
de suite. Chaque ligne horizontale se déduit de la ligne 
précédente. 

53. Théorème. La somme des m premiers nombres d'une 
colonne verticale quelconque est le m e nombre de la colonne 
suivante. 

En d’autres termes le m* nombre d’une colonne verticale 
quelconque est la somme des m premiers nombres de la 
colonne précédente; Ceci résulte de la loi de formation du 
tableau. Considérons, par exemple, le nombre 56, sixième 
nombre de la troisième colonne (on fait toujours abstrac- 
tion de la colonne des unités); ce nombre égale 21 plus 35, 
mais 35 égale i5 plus 20 , 20 égale 10 plus io, 10 égale 
6 plus 4, 4 égale 5 plus 1 ; on a donc 

56 = ai-|-i5+ ,0 4'6 + 3 + , j 

donc ce nombre 56 est la somme des six premiers nombres 
de la deuxième colonne. 

A l’inspection du tableau on voit que le premier nombre 
de la n* colonne verticale se trouve dans la n' ligne horizon- 
tale ; le second dans la n -(- i% le troisième dans la n -f- 2 '. 
En général le m* nombre de la n* colonne verticale se 
trouve dans la m + n — 1 ligne horizontale ; c’est donc 

C+«-» _ i OT + n — *) ( m — n — a)---- m 

i.a.3 n 

ou 

( , ) C^_, = ”(’»+.) im+n-i) 

' 1 i.a n 
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Pile triangulaire. 


5 i. Considérons un triangle équilatéral formé de boulets 
disposés comme l’indique la figure. La première ligne con- 
tient i boulet, la seconde 2, la troi- 
sième 3 , la dernière m. Le nom- 

bre total des boulets contenus dans le 
triangle est la somme des ni premiers 
nombres de la première colonne verti- 
cale du triangle arithmétique; cette 
somme est le m' nombre de la seconde colonne, soit, en 
faisant n = 2 dans la formule (1), 



m[m -j- 1) 

1 . 2 


Ainsi les nombres 1 , 3 , 6 , de la deuxième colonne 

verticale du triangle arithmétique sont les nombres dits 
triangulaires , c’est-à-dire les nombres de boulets contenus 
dans les triangles équilatéraux ayant 1 ,s, 3 , . » . . ; boulets 
de côtés. 

Une pile de boulets triangulaire a pour base un triangle 
équilatéral ayant m boulets de côté ; sur la base est placé 
un autre triangle ayaut m — 1 boulets de côté; sur celui-ci 
un triangle ayant m — 2 boulets de côté, et ainsi de suite 
jusqu’au sommet qui est formé d’un seul boulet. Si l’on 
descend du sommet à la base , on voit que la pyramide se 
compose des m premiers nombres triangulaires, lesquels 
sont inscrits dans la deuxième colonne verticale du triaugle 
de Pascal; le nombre total des boulets contenus dans la 
pyramide est la somme des m premiers nombres de cette 
deuxième colonne verticale ; cette somme est le m‘ nombre 
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de la troisième colonne, ou, en faisant n = 5 dans la for- 
mule ( 1 ) , 

«("»+ i!(m + a) 

. . i . a . 3 

Par exemple, si la pyramide a 8 boulets de côté à la base , 

elle renferme — ou 120 boulets, 
i.s.o 

55. Considérons une pyramide ayant pour base un carré 
de m boulets au côté; sur la base est placé un autre carré 
ayant m — ; boulets au côté , et ainsi 
de suite jusqu’au sommet formé d'un 
seul boulet. La pyramide est la somme 
des carrés des m premiers nombres en- 
tiers. On peut décomposer le carré de 
base, comme l’indique la figure, en 
deux triangles équilatéraux ayant, le premier m boulets au 
côté, le second m — 1 ; si l’on imagine chaque carré dé- 
composé de la même manière, on voit que la pyramide 
carrée est la réunion de deux pyramides triangulaires ayant, 
la première m boulets au côté de base, la seconde m — i. 
Le nombre de boulets contenus dans la pyramide carrée est 
donc la somme des nombres de boulets 

* * ♦ , * 

m(m -f- î j (m + a) ( m — i jm(m +0 

î . a . 3 i.a.3 

contenus dans les deux pyramides triangulaires, soit, en 

f • 

simplifiant, 

m(«n + i)(am -f- i) 

6 

Cette formule exprime la somme des carrés des m pre- 
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miers nombres entiers. Par exemple, la somme des carrés 
des 10 premiers nombres entiers est 385. 

Pile à base rectangulaire. 

86. Imaginons une pile ayant pour base un rectangle de 
m boulets d’un côté sur n de l’autre, rn étant plus grand 
que n ; sur la base est placé un rectangle de m — i bou- 
lets sur n — i ; et ainsi de suite ; la pile 
se termine, non plus par un boulet isolé, 
mais par une ligne ou arête de m — n î 
boulets. Nous pouvons décomposer le rec- 
tangle de base mn en un carré n* ayant n boulets de côté 
et un rectangle (m — n)n ayant m — n boulets d’un côté 
sur n de l’autre; de même le rectangle (m—i)(n — i) 
placé au-dessus se décomposera en un carré (n — i)* et 

v . * 

un rectangle ( m — n) (n — î ) ; le rectangle suivant en un 
carré (n — a)* et un rectangle (m — n)(»i — a) , et ainsi de 
suite. Un rectangle quelconque (m — t)(n- k) se décom- 
posera en un carré (n — A)’ et un rectangle (wi — n j (n — k ) , et 
il est à remarquer que ce second rectangle a un côté con- 
stant m — n comme étant la différence des deux côtés m — k 
et n — k du premier. La pile rectangulaire se compose 
ainsi d’une pyramide carrée ayant n boulets de côté à la 
base et d’une somme de rectangles 

(m — n)i -J- (wî — n)a-|-(m — »}5. . . . — n)n; 

la pyramide carrée contient 

n(n-f i) (an -f- a) 

• 6 

boulets, comme on l’a vu précédemment; pour évaluer la 
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somme des rectangles on mettra m — n en facteur commun , 
ce qui donne 

(»-.)(. + . + 5. . . 

3 


En ajoutant ce nombre au précédent et simplifiant, on 
trouve pour le nombre des boulets contenus dans la pile 
rectangulaire 

, n(n-J-,i)(3m — « + •) 

6 • 

57. Comme dernière application du triangle arithmé- 
tique, cherchons la somme des cubes des m premiers 
nombres 

l'+a'-f 3 S + m 3 . 


Un cube quelconque m s peut s’écrire 


m 5 = m(m’ — i) -j- m = [m — i 
— i)w(m+ >) 


)m(i» + i) 
+ m. 


Le nombre — — 0 m ( m ~t~ 0 eS [ j e m — , • nombre de la 
î. 2. a 

troisième colonne verticale du triangle arithmétique. La 
6omme des cubes des m premiers nombres égale donc six 
fois la somme des m — i premiers nombres de la troisième 
colonne , plus la somme des m premiers nombres. La somme 
des m — î premiers nombres de la troisième colonne est le 
m — i* nombre de la quatrième colonne, soit en remplaçant 
m par ni — i et n par 4 dans la formule (i) 


! 


(m — i)m(m -J- i)(n» + q) 
i . a ."3 . 4 

6 . 
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On a ainsi pour la somme des cubes des tn premiers nom- 
bres 


(m — i )m(m + i)(m + a) 


m(m -f i) __ m*(m 4- i)* 
3 4 


Il en résulte que la somme des cubes des m premiers nom- 
bres égale le carré de la somme de ces m premiers nombres. 
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CHAPITRE IV. 

\ 

DES LOGARITHMES ET DE LEURS USAGES. 


EN FORMANT TOUTES LES PUISSANCES D’üN NOMBRE QUELCONQUE 

POSITIF, PLUS GRAND OU PLUS PETIT QUE 1, ON PEUT RE- 
PRODUIRE TOUS LES NOMBRES. 

58 . Lemme I. Les puissances successives cl’ un nombre plus 
grand que l'unité vont en croissant et deviennent plus grandes 
que toute quantité donnée. 

Soit a une quantité positive supérieure à l’unité. On voit 
d’abord que ses puissances successives vont en croissant, 
car on obtient a * +1 en multipliant a" par a; le multiplica- 
teur a étant plus grand que l’unité, le produit a" +l est plus 
grand que le multiplicateur a". 

Posons a = î je dis que la différence entre deux 
puissances successives est plus grande que «; car on a 

a" + * — a" = a" (a — i) == a" a ; 

le multiplicateur a" étant supérieur à l’unité, la quantité 
a"a est plus grande que a. 
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Si l’on ajoute les inégalités 

a — i = a 
a’ — a > a 
a’ — o* > a 


il vient 


ou 


a“ — «— ' > a, 

a" — i > m a 

% 

n m > i 


Pour rendre la puissance a" plus grande qu’une quantité 
donnée A, il suffit évidemment de rendre la quantité 
i+m* plus grande que cette quantité; on déterminera 
donc l’exposant m de manière à satisfaire a l’inégalité 


i -j- *na > Aj 

d’où • 


a 

0 

^ j 

Ainsi , lorsque l’exposant m surpasse — - — , il est certain 

que la puissance a" devient supérieure à la quantité A, 
quelque grande qu’elle soit. Donc les puissances du nom- 
bre a augmentent indéfiniment. 

Soit, par exemple , a — î , î ; on peut affirmer que a* sur- 


passera iooo si m est plus grand que ou que 9990 

0,1 


Mais on n’a pas ainsi les plus petites puissances de a su- 
périeures à 1000. 
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59. Lemme II. Les puissances successives d'un nombre plus 
petit que l’unilè vont en décroissant et deviennent plus petites 
que toute quantité dotmée. 

Le nombre a , étant inférieur à l’unité , peut être repré- 
senté par — , et l’on a 

. i + « 


u — , 

(I + et)" 

Quand l’exposant tn croit indéfiniment, le dénominateur 
augmentant indéfiniment , la fraction diminue et tend vers 
zéro. 

60. Lemme III. La racine d’un nombre supérieur à l'unité 
est supérieure à l'unité, et l'on peut prendre l'indice du ra- 
dical assez grand pour que la racine diffère de l'unité d'une 
quantité moindre que toute quantité donnée. 

Soit a un nombre supérieur à l’unité. Je dis d’abord 
que \ja surpasse l’unité; car un nombre plus petit que 
l’unité, élevé à la n* puissance, ne pourrait reproduire le 
nombre a plus grand que l’unité. Nous voulons rendre \ a 
inférieure à i + “» “ étant une quantité donnée très- petite; 
il s’agit donc de satisfaire à l’inégalité 

V« < * + 

ou à la suivante 

(. + a) n > fl. 

Or, en vertu du lemme I, quelque petit que soit a, on peut 
toujours prendre l’exposant n assez grand pour que (i -fa)" 
surpasse a. 

On veut, par exemple, que ÿa diflèrede l’unité de moins 
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de 0,001. On prendra n plus grand que c’est-à-dire 

plus grand que 1000. 

Corollaire. Toute puissance fractionnaire d'un nombre 

. . M 

plus grand que l'unité est plus grande que l'unité. Car a r 

h r ' 

signifie y a"; le nombre a étant supérieur à l’unité, sa 
puissance a" est supérieure à l’unité et la racine de cette 
dernière quantité est aussi supérieure à l’unité. 

A 

61 . Lemjme IV. Les racines d’un nombre inférieur à l’uniti 
sont inférieures à l'unité et l’on peut prendre l’indice du ra- 
dical assez grand pour que la racine diffère de l'unité d'une 
quantité plus petite que toute quantité donnée. 

Si le nombre a est inférieur à l’unité, y la sera aussi in- 
férieure à l’unité ; car un nombre supérieur à l’unité, élevé 
à la n' puissance, ne pourrait reproduire le nombre a in- 
férieur à l’unité; d’autre part, le nombre a, inférieur à 

l'unité, peut s’écrire sous la forme a' étant supérieur 
à l’unité, et l’on a 



Le dénominateur tendant vers l’unité, quand l’indice n du 
radical augmente indéfiniment, la fraction tend elle-même 
vers l’unité. 

Corollaire. Toute puissance fractionnaire d'un nombre 
plus petit que l'unité est plus petite que l’unilé. 

62. Théorème. La fonction a 1 varie d'une manière con- 
tinue quand x croit d’une manière continue. 

On appelle fonction en mathématiques une expression 
qui contient une lettre désignant une quantité variable. 
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L’expression 2 ** — 4 r + 5 est une fonction entière de la 
variable x. L’expression a’ est une fonction exponentielle 
de x; on la nomme ainsi parce que la variable x est en 
exposant. 

Nous supposons le nombre a positif et plus grand que 
l’unité. Je dis d’abord que lorsque la variable x croît, la 
fonction a x croit. En effet, si l’on donne à la variable x 
un accroissement très-petit A, la fonction devient a***, et 
éprouve une variation marquée par 

a I+A — a’ = a* (a* — 1 ). 

Mais a* est supérieure à l’unité parce que toute puissance 
d’un nombre a supérieur à l’unité est elle-même supé- 
rieure à l’unité; donc la différence a* 4 * — a" est positive, 
et par suite a I+ * est plus grande que a*. Ainsi , quand a 
est plus grand que l’unité, la fonction a* croit en même 
tem[)S que la variable x. 

Je dis maintenant que l’on peut donner à la variable x 
un accroissement h assez petit pour que la fonction a* 
éprouve un accroissement plus petit que toute quantité 
donnée a. En effet, supposons h plus petit qu’une frac- 
tion de la forme -, n étant un entier très-grand; en vertu 

I 

du lemme III, on peut prendre n assez grand pour que a" 

* /“ # % 
ou y a diffère de l’unité d’une quantité plus petite que - , ; la 

* • * 1 
quantité a*, étant moindre que a" puisque h est inférieur à - , 

différera de l’unité d’une quantité encore plus petite , et 

la différence a* +< ‘ — a * sera moindre que a'Xn ou que a. 

Ainsi l’accroissement de la fonction peut être rendu plus 
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petit que toute quantité donnée ; en d’autres terme?, lors- 
que l’accroissement de la variable tend vers zéro , celui de 
la fonction tend aussi vers zéro. 

On dit qu’une grandeur varie d’une manière continue 
lorsqu’ die ne peut aller d’une valeur à une autre sans 
passer par toutes les valeurs intermédiaires. Une fonction 
e^t continue lorsqu’à une variation infiniment petite de la 
variable correspond une variation infiniment petite de la 
fonction ; car si la fonction sautait brusquement d’une va- 
leur à une autre , elle éprouverait une variation finie pour 
une variation infiniment petite de la variable. 

Il résulte de ce qui précède que lorsque la variable x 
croit d’une manière continue , la fonction exponentielle a* 
croît aussi d’une manière continue. 

Nous ayons supposé le nombre positif a plus grand 
que l’unité. Supposons-le maintenant plus petit, et po- 
sons a = —, , a' étant supérieur à l'unité. On a 



Lorsque x croit d’une manière continue, a' x croît, et par 
conséquent a x décroît, d’une manière continue. 

63. Corollaire. Voyons maintenant les valeurs par les- 
quelles passe la fonction exponentielle a* quand on fait 
croître x d’une manière continue de — c» à -f- w. Suppo- 
sons d’abord a supérieur à l’unité, et faisons croître x 
de o à -f- cr> ; pour x =? o , on a o 6 = i ; quand x est infi- 
niment grand , en vertu du lemme I , a, x est aussi infini- 
ment grand ; ainsi , quand x croît de o à oo , la fonc- 

tion a croît de i à -f- c». Faisons maintenant décroître x 
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de o à — en, èt pour cela, posons x = — x , x' étant po- 
sitive ; on a 



quand x' croît de o à -f en , a x ' croît de i à -(- c», et par ' 
conséquent a* décroît de 1 à o. En résumé, lorsque la 
variable x croît d’une manière continue de — en à -f- en, 
a étant supérieur à l’unité, la fonction a 1 croît d’une ma- 
nière continue de o à -j-c». 11 est à remarquer que la fonc- 
tion passe par toutes les valeurs positives et qu’elle ne 
passe qu’une fois par chacune d’elles, puisqu’elle va con- 
stamment en augmentant. 

Considérons maintenant le cas où le nombre a est infé- 
rieur à l’unité, et posons a = j , a' étant supérieur à 
l’unité, ce qui donne 



On voit que lorsque x croît de o à -f en, a! x croissant 
de 1 à -j- oo , a* décroît de 1 à o, et que, lorsque x dé- 
croît de o à — oo, a' 1 décroissant de î à o, a* croît 
de î à -f co. Ainsi, quand x croît d’une manière continue 
de — en à +oo, a étant inférieur à l’unité, la fonc- 
tion a x décroît d’une manière continue de i o. La 
fonction passe encore par toutes les valeurs positives et 
une seule fois par chacune d’ elles. 

61. Remarque. Nous pouvons maintenant donner d’une 
manière très-nette la signification de l’exposant incommen- 
surablé dont nous avons déjà dit quelques mots (n° 17). 
Soit av\ et pour préciser, supposons a supérieur à l’u- 
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nité; le nombre incommeusurable y'a est la limite com- 
mune de deux nombres fractionnaires — et . qui 

n n 

diffèrent entre eux d’une quantité aussi petite qu’on veut, 
et dont les carrés comprennent a ; en remplaçant y » par 
ces nombres appiocliés, on obtiendra doux séries de puis- 

m m-H 

sances fractionnaires a" et a n , les premières plus pe- 
tites que les secondes, et telles que lair différence peut 
être rendue plus petite que toute quantité donnée ; il existe 
donc entre ces deux séries de grandeurs une grandeur dé- 
terminée qui en est la limite commune ; c’est cette limite 
que désigne av' a . ~ - ' . 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES LOGARITHMES. 

». » \ 

Définition. 

60. On appelle logarithme d’un nombre l’exposant de la 
puissance à laquelle il faut élever un nombre positif con- 
stant a pour reproduire le nombre proposé. 

Nous avons vu que lorsque x croît d’une manière con- 
tinue de — à 4- oo , la fonction a* passe par tontes les 
valeurs positives et ne passe qu’une fois par chacune d’elles ; 
il en résulte que tous les nombres positifs ont des loga- 
rithmes, et que chacun d’eux n’a qu’un logarithme. Si le 
nombre constant a est supérieur à l’unité, les nombres 
plus grands que l’unité ont des logarithmes positifs, les 
nombres plus petits que l’unité des logarithmes négatifs. 
Sia était inférieur à l’unité, les nombres plus grands que 
l’unité auraient au contraire des logarithmes négatifs, les 
nombres plus petits que l’unité des logarithmes positifs. 
Les nombres négatifs n’ont pas de logarithmes. 
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Nous désignerons le logarithme d’un nombre par la no- 
tation log. 

Les logarithmes jouissent de propriétés très-remar- 
quables que nous allons démontrer. 


66. Théorème I. Le logarithme du produit de plusieurs 
facteurs égale la somme des logarithmes de ces facteurs. 

Soient deux nombres y et g', dont nous appellerons x 
et x' les logarithmes ; d’après la définition même des loga- 
rithmes, on a 



Multiplions ces deux égalités membre à membre, il vient 



L’exposant x + ad est le logarithme du produit yy' ; on a 
donc 


log ( yy ') = log y + log y'. 


La même démonstration s’applique à un nombre quel- 
conque de facteurs. Soient trois nombres y, y', y” ayant 
pour logarithmes x , x', x" ; on a de même 


et, en multipliant, 


« — y, 
a 1 ' = y', 

m" M 

« 




= yy'y"i 


donc 


log (yy'y ") = log y + log y’ + log y". 


67. Théorème II. Le logarithme d'un guotient égale le 
logarithme du dividende moins le logarithme du diviseur. 
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En divisant membre à membre les deux égalités 



on a 

a—' — y 

~y" 

L’exposant x — x' est le logarithme du quotient Donc 
log | = log y — log t/. 


68. Théorème III. Le logarithme d'une puissance d'un 
nombre égale le logarithme de ce nombre multiplié par l’in- 
dice de la puissance. 

Si l’on élève à la m* paissance (m étant un nombre 
quelconque, entier ou fractionnaire, positif ou négatif), 
les deux membres de l’égalité 


il vient 
Donc 


a r = y, 
a =y . 

log (»") = m K' y- 


60. Théorème IV. Le logarithme de la racine d'un 
nombre égale le logarithme de ce nombre, divisé jmr l'in- 
dice de la racine. 

Ce théorème n’est qu’un cas particulier du théorème pré- 
cédent; car y y s’écrit y " et l’on a 



I 

Digitized by Google 



CHAP. IV. LOGARITHMES. 


93 


L emploi des logarithmes simplifie beaucoup les calculs 
numériques ; car la multiplication est remplacée par une 
addition, la division par une soustraction, l’élévation à une 
puissance par une multiplication , l’extraction d’une racine 
par une division. 

LORSQUE DES NOMBRES SONT EN PROGRESSION GÉOMÉTRIQUE , 

LEURS LOGARITHMES SONT EN PROGRESSION ARITHMÉTIQUE. 

"0. Car si l’on prend les logarithmes des termes d’une 
progression géométrique 

n : ar : ar* : ar* : , 

dont la raison est r, on forme évidemment une progression 
arithmétique 

log a . log a -f log r . log a -|- 2 log r . log a -f- 3 log r 

ayant pour raison log r. 

En arithmétique, on a coutume de définir les loga- 
rithmes par deux progressions, l’une géométrique com- 
mençant par l’unité , l’autre arithmétique commençant par 
zéro 

1 : a : à 1 : o* 1 . . . . . 
o . b . 26 . 36 

et l’on appelle logarithme d’un terme quelconque de la 
progression géométrique le terme correspondant de la 
progression arithmétique ; afin d'avoir les logarithmes de 
tous les nombres avec une grande approximation, on 
insère un grand nombre de moyens entre deux termes con- 
sécutifs de la progression géométrique , et le même nombre 
entre deux termes consécutifs de la progression arithmé- 
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tique. Il est aisé de voir que cette définition des logarithmes 
par les progressions revient à la définition que nous ve- 
nons de donner par les exponentielles. 

Considérons les deux progressions 

i : a * o* : a* : 

O. 1.2. 3 

Si l’on insère n — î moyens entre les termes consécutifs 
des deux progressions , la raison de la progression géomé- 

trique devient y a ou a B t eelle de la progression arithmé- 
tique ^ t en sorte que les deux progressions ainsi dévelop- 
pées s'écrivent 

t t » m 

i : a" : a" : a n a m : 

i a 3 m 

o.-.-.-.. — 

n n n n 

m 

Sous cette forme, on voit qu’un nombre quelconque a” de 

la progression géométrique a pour logarithme l’exposant ^ 

de la puissance à laquelle 0 faut élever le nombre con- 
stant a pour avoir le nombre proposé. La base a d’un sys- 
tème de logarithmes est le nombre qui a pour logarithme 
l’unité. 

COMMENT ON PASSE d’un SYSTÈME DE LOGARITHMES A UN 
AUTRE SYSTÈME. LOGARITHMES NÉPÉRIENS. LOGARITHMES 
VULGAIRES. CE QU’oN APPELLE MODULE D’UN SYSTÈME DE 
LOGARITHMES. 

li. La base d’un système de logarithmes est un nombre 
positif constant, que l’on peut choisir à volonté. Suppo- 
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sons que l’on ait calculé les logarithmes des nombres dans 
le système dont la base est a , et que l’on veuille les cal- 
culer dans un autre système ayant pour base a'. Appelons x 
le logarithme d’un nombre quelconque y dans le premier 
système , x' le logarithme du même nombre dans le second 
système , on aura 



Prenons les logarithmes des deux membres de cette égalité 
dans le premier système , en remarquant que le logarithme 
de a est l’unité , il vient 


d'où 


x = 3! log a' , 



Ainsi les logarithmes des mômes nombres dans les deux 
systèmes sont proportionnels, et l’on a la règle suivante : 
pour passer d’un système de logarithme à un autre , il 
suffit de multiplier les logarithmes du premier système par 
l’inverse du logarithme de la nouvelle hase pris dans le pre- 
mier système. ■ . 

Tl. Les logarithmes ont été inventés au commencement 
du xvii c siècle par l’Écossais N èper, qui prit pour base le 
nombre incommensurable 6 = 2,7182818 ; les loga- 

rithmes de ce système ont été appelés logarithmes hyper- 
boliques, ou, dp nom del’invèuteur, logarithmes népériens. 
Ce sont ceux-là qui se présentent naturellement dans l’a- 
nalyse mathématique; on les désigne ordinairement par 
la lettre L. • ... 
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Mais les logarithmesnépériens ne sont pas commodes pour 
les calculs numériques parce qu’il ne sont pas en harmonie 
avec notre numération décimale. C’est pourquoi Briggs, con- 
temporain de Néper, proposa de remplacer la base e par la 
base dis de notre système de numération. Ce sont les loga- 
rithmes de Briggs dont on fait habituellement usage dans les 
calculs numériques ; on les a nommés pour cette raison lo- 
garithmes vulgaires ; nous les désignerons par le signe log. 

On appelle module d’un système de logarithmes le nombre 
constant par lequel il faut multiplier les logarithmes népé- 
riens pour avoir les logarithmes du système considéré. Soit 
a la base du système de logarithmes; d’après ce qui a été 
dit précédemment, son module M sera 



c’est à dire l’inverse du logarithme népérien de la base. Le 

module des logarithmes vulgaires est M=o, 434294482 

Lorsqu’on passe d'un système dont la base est a à un sys- 
tème dont la base est a', le multiplicateur constant 

j— ^ s’appelle module relatif du premier système au se- 
cond. 

73 . 11 est bon de faire voir pourquoi Néper a choisi le 
nombre incommensurable e pour base de son système de 
logarithmes. Considérons les deux progressions 

1 : (i+a) ; (1 +<*)•: (1 +»)’: 

o . ji . 2? 5 ^ ...... 

dans lesquelles a et P sont des quantités très-petites , afin 
que les termes des deux progressions croissent par degrés 
très-petits, et que l’on ait ainsi les logarithmes de tous les 
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nombres avec une grande approximation. Néper appelait 
module des logarithmes définis par ces deux progressions 
S 

le rapport - , ou plutôt la limite de ce rapport , quand a 

et ? tendent simultanément vers zéro, et il distinguait 
chaque système de logarithmes par son module. L’idée lui 
vint alors d’adopter le système dont le module est l’unité, 
celui qu’il regardait comme le plus simple. Si l’on fait 
p = a, les deux progressions deviennent 

i : » + «: (» + «)' : (1 + a) 5 : 

o . a . -2a . 3a 

Telles sont les deux progressions par lesquelles Néper dé- 
finissait son système de logarithmes. Calculons la base de 
ce système , c’est-à-dire le nombre qui a pour logarithme 
l’unité ; soit ma le terme de la progression arithmétique qui 
est égal à l’unité , le terme correspondant de la progression 

géométrique est (i -j- a) m ; puisque ma = i, on a « = et 
î -j- - J ; lorsque a tend vers zéro, m aug- 
mente indéfiniment, et le nombre ^ tend vers là 

limite c qui est la base des logarithmes népériens. 


USAGE DES LOGARITHMES VULGAIRES. — CARACTÉRISTIQUES. — 
CARACTÉRISTIQUES NÉGATIVES. 

Caractéristiques. 

74. Dans un système quelconque les puissances de la 
base a 1 , a 1 , a 5 ..... ont évidemment pour logarithmes les 

7 . 
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nombres entiers t, 2, 5 ..,.. Dans le système vulgaire , ce 

sont les puissances de 10, savoir 10, 100, 1000, qui ont 

pour logarithmes les nombres entiers successifs. Les loga- 
rithmes ont été calculés en décimales; la partie entière 
d’un logarithme s’appelle caractéristique. Il est aisé de voir 
que la caractéristique du logarithme vulgaire d’un nombre 
renferme autant d'unités qu'il y a de chiffres moins un dans 
la partie entière de ce nombre. Eu effet, tout nombre compris 
entre 1 et 10 11’a qu’un chiffre à sa partie entière; son loga- 
rithme, étant compris entre o et 1 , aura o pour partie en- 
tière ou pour caractéristique. Tout nombre compris entre 
10 et 100 a deux chiffres à sa partie entière; sou loga- 
rithme, étant compris entre 1 et 2 , a 1 pour partie entière 
ou pour caractéristique. De même, tout nombre compris 
entre 100 et 1000 a trois chiffres à sa partie entière , et son 
logarithme , étant compris entre 2 et 5 , a 2 pour caracté- 
ristique. En général tout nombre compris entre 1 o m et io r rl 
a jh - f 1 chiffres à sa partie entière; son logarithme, étant 
compris entre m et m '-f 1 , a m unités à la caractéris- 
tique. • . ' 

'* Le logarithme de 1 o m est ni. Ou a .. 

log(ax io*) = Ioga 4 -log io m = loga-f m;- 
de même 

l°g = l°ga — »*• 

. 

Ainsi, pour multiplier ou pour diviser un nombre par 10“, il 
suffit d'ajouter ou de retrancher m unités à la caractéristique 
du logarithme. 

Il cd résulte que lorsque deux nombres décimaux ne dif- 
fèrent que par la -place qu’occupe la virgule, leurs loga- 
rithmes ont même partie décimale et ne diffèrent que par la 
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caractéristique. Ceci est important pour la facilité des cal- 
culs parce qu’on a souvent à déplacer la virgule dans les 
nombres décimaux. 

Caractéristiques négatives. 

75 . Les nombres plus petits que l’unité ont leurs loga- 
rithmes négatifs ; les logarithmes négatifs étant incommodes 
dans la pratique , on leur Substitue des logarithmes qui ont 
leur partie décimale positivé et leur caractéristique seule- 
ment négative. Soit le nombre o,o 5564 plus petit que l’u- 
nité ; son logarithme est négatif et a pour valeur 

— 1,5519377. 

Écrivons ce logarithme de la manière suivante 

— a -f- 1 — 0,5519377= — a d-o, 448 o 6 a 3 , 
ou plus simplement 

a,44&o6a3. ■ • * 

Sous cette forme le logarithme a sa partie décimale positive ; 
le signe — , placé au-dessus de la partie entière , indique 
que la caractéristique seule est négative. La caractéristique 
négative du logarithme d’un nombre décimal plus petit que 
l'unité renferme un nombre d'unités marqué par le rang du 
premier chiffre significatif, à partir de la virgule. Eu effet, 
soit m le rang du premier chiffre significatif à partir de la 
virgule dans le nombre proposé a-, le produit axio" 
étant compris entre 1 et 10, son logarithme a zéro pour ca- 
ractéristique, avec une partie décimale positive; pour reve- 
nir au nombre a il faut diviser par io m , c’est-à-dire retrau- 
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cher m du logarithme ; le logarithme de a aura donc une 
caractéristique négative m , suivie d’une partie décimale 
positive. 


Tables de Collet. 

76 . Les tables de Gallet contiennent les logarithmes des 
nombres entiers de 1 à 108000. La première partie de la 
table , nommée première chiliade (premier mille) , contient 
à la suite les uns des autres les logarithmes des 1200 pre- 
miers nombres avec huit décimales. La table change ensuite 
de disposition, et donne les logarithmes des nombres de 
10200 à 100000 avec sept décimales ; à la fin, la table se pro- 
longe de 100000 à 108000 avec huit décimales. Dans la co- 
lonne verticale intitulée N on lit les dizaines des nombres ; 
les unités sont inscrites au haut de la page et en tête des dix 
colonnes intitulées o, 1, ..., 2, 8, 9. La caractéristique n’est 
pas indiquée , il est facile de l’ajouter d’après la règle énon- 
cée. Dans la colonne voisine on trouve les trois premiers 
chiffres décimaux de chaque logarithme ; les quatre suivants 
sont inscrits dans la colonne convenable. Si l’on veut par 
exemple le logarithme du nombre 35647 , dans la colonne 
verticale intitulée N , on descendra jusqu’au nombre 5564 ; 
puis, sur la même ligne horizontale, on s’avancera vers la 
droite jusqu’à la colonne verticale intitulée 7, et l’on écrira 

log 3564? = 4,552oa3o. 

Le nombre ayant cinq chiffres à sa partie entière, on com- 
mencera par écrire sa caractéristique 4 ; les trois premiers 
chiffres décimaux 55 a sont communs à un assez grand 
nombre de logarithmes; on trouve les quatre suivants 0200 
dans la colonne verticale intitulée 7. 
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Pour effectuer des calculs par logarithmes, il faut savoir 
résoudre les deux questions suivantes : i° trouver le loga- 
rithme d'un nombre donné ; 2 0 trouver le nombre auquel 
appartient un logarithme donné. 

UN NOMBRE ÉTANT DONNÉ, TROUVER SON LOGARITHME PAR LE 
MOYEN DES TABLES DE CALLET. — UN LOGARITHME ÉTANT 
DONNÉ , TROUVER LE NOMBRE AUQUEL IL APPARTIENT. — 
USAGE DES PARTIES PROPORTIONNELLES. 

Trouver le logarithme d'un nombre donne. 

77 . Supposons d’abord qu’il s’agisse d’un nombre en- 
tier. Si le nombre est plus petit que 108000, on trouve im- 
médiatement son logarithme dans les tables de Callet ; s’il 
est plus grand que 108000, on le ramène dans les limites 
des tables en le divisant par une puissance convenable 
de 10. 

Exemples. i° On demande le logarithme du nombre 
356478. Pour ramener ce nombre dans les limites des 
tables, il suffit de le diviser par îo, et la question revient 
à considérer le nombre décimal 35647 , 8 . Les tables donnent 
directement le logarithme de la partie entière 3564 /, 

log 55647 = 4 , 55 aoa 3 o. 

1 

La différence entre les logarithmes des nombres entiers 
consécutifs 35647 et 35648 est de 122 unités du septième 
ordre décimal , c’est-à-dire que si l’on augmentait le nom- 
bre 35647 d’une unité, il faudrait ajouter 122 unités du 
septième ordre décimal à son logarithme, ^es accroisse- 
ments du logarithme ne sont pas proportionnels à ceux du 
nombre; mais quand il s’agit d’accroissements plus petits 
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que l’unité, et par conséquent très-petits par rapport au 
nombre lui-même, on peut admettre la proportion sans 
erreur sensible. On dira donc : puisque pour une augmen- 
tation d’une unité dans le nombre 35647, ilfaut ajouter 1 23 
au logarithme, pour une augmentation de 0,8 dans le nom- 

g 

bre, il faudra ajouter au logarithme les — de 122, soit 98 

unités du septième ordre en négligeant les unités plus pe- 
tites. On trouve cette augmentation toute calculée dans les 
tables de Callet ; car dans la dernière colonne verticale à 
droite on voit au-dessous de la différence 122 , un petit ta- 
bleau indiquant les augmentations du logarithme qui cor- 
respondent à 1, 2, 3 , 9 dixièmes. Ainsi 

f / m 

log 35647 = 4>55aoa3o 
pour 0,8 98 

log 35647,8 — 4, 5520328 
log 356478 = 5,5520338 

2 0 Trouver le logarithme du nombre 2543246. En divi- 
sant par îoo, on ramène le nombre proposé au nombre dé- 
cimal 25432,46. La table donne le logarithme de la partie 
entière ; on trouve dans le petit tableau des différences 
l’augmentation qui correspond à 0,4 ; en prenant la dixième 
partie de celle qui correspond à 0,6 on obtient celle qui 
correspond à 0,06. On a donc 

log 2543a =4,4°538 o5 

pour 0,4 68 

. ^ . ' 0,06 10 

* 

log 35452 ,46 — 4, 4°53885 
log 2543346 = 6,4o53883 
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3 ® Trouver le logarithme du nombre 3 1 7562375; en di- 
visant ce nombre par 10*, on le ramènera au nombre déci- 
mal 51756,2075, et l’on aura 

• ' log 3 1756 ==4>5°i8a58 

pour 0,2 27 

o,o5 4 

'* _ . 0,007 1 - 

log5i756,237 = 4,5018290 • ■ . 

• log 3»756a375 = 8, 5o 18290 

11 est à remarquer que dans le calcul de l’augmentation 
du logarithme, on doit tenir compte seulement des trois 
premiers chid’res décimaux du nombre proposé ; on néglige 
les suivants comme n’ayant pas d’influence sur les sept 
premiers chid'res décimaux du logarithme. 

4 ° Trouver le logarithme du nombre décimal 55,6478. 
Multiplions par 1 000 et cherchons le logarithme du nom- 
bre 35647,8; nous retrancherons ensuite 3 unités' de la 
caractéristique. 

log 35647 = 4 > 552023 o 

pour 0,8 ' 98 

log 55647,8 = 4,55ao328 
log 55,6478 = 1 ,55ao3a8 
' \ * 1 , • « 

En général on multipliera ou on divisera le nombre dé- 
cimal proposé par une puissance de 10, telle qu’il devienne 
plus grand que 10800, mais plus petit que 108000. 

5 ° Trouver le logarithme du nombre décimal 5 , 1 y 5 Ga 5 y 5 . 
En multipliant par 1 0*, le nombre proposé , on le ramène à 

31756,2575. ^ , 

. , * \ 

log 31756,2375 = 4,5018290 

log 3, 1 7562375 = o,5o 18290 
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6° Trouver le logarithme de la fraction décimale 
o,oo 3564 " 8 . En multipliant par 10' on ramènera cette 
fraction au nombre décimal 55647 , 8 » et l’on a 

log 55647,8 = 4>55ao528 
log o,oo356478 = 3,55ao3a8 

Trouver le nombre auquel appartient 
un logarithme donné. 

78 . Soit à trouver le nombre auquel appartient le loga- 
rithme 4 , 5743525 . On cherche dans la table le plus grand 
logarithme inférieur au logarithme donné ; c’est 4,^743438 
qui correspond au nombre 67527 ; le nombre cherché est 
donc compris entre 37527 et 57628. Le logarithme donné 
surpasse le logarithme de 07527 de 87 unités du septième 
ordre décimal : or la différence tabulaire est 116, c’est-à- 
dire que si l’on augmentait le logarithme de 57627 de 
116 unités du dernier ordre, il faudrait augmenter d’une 
unité le nombre 37527. Nous admettrons comme précé- 
demment que les augmentations du nombre sont à peu 
près proportionnelles à celles du logarithme. Le petit tableau 
placé à droite, au-dessous de la différence 116, montre 
qu'à une augmentation 81 dans le logarithme corres- 
pond une augmentation de 0,7 dans le nombre. Il reste 
encore 6 unités d’augmentation dans le logarithme; à 
l’augmentation dix fois plus grande 60 du logarithme cor- 
respond une augmentation d’à peu près o ,5 dans le nombre ; 
à 6 correspondra par conséquent une augmentation dix fois 
plus petite, soit o,o 5 . Ainsi le nombre cherché est 37537,75 
à moins d’un centième près. On écrit l’opération de la ma- 
nière suivante : 
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ioga: = 4>5743525 . • 

iog 37527 =4»5743438 

87 . 

pour 0,7 81 

o,o5 6 

x = 375a7,75 

On procédera dans tous les cas de la même manière , en 
supposant que le logarithme donné ait pour caractéris- 
tique 4 ) et mettant ensuite dans le nombre la virgule à la 
place convenable. Voici quelques exemples : 

. . '» t 

log x = 5 ,6892746 
iog 48896 = 4 .6892735 

i3 

«,« 9 

' 0)«4 4 . . • . , 

«=488961,4 ' . 


logx= 1 ,2588467 
iog 18148 =4,2588288 


«79 

0,7 167 

o,o5 12 

x — 18,14875 


log JC = 2,02436275 
log 105770 =5,02436250 


0,06 25 

,r= 0,0 10577006 

Dans ce dernier exemple, le logarithme se trouvant dans 
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la dernière partie de la table , on a pris 5 pour caractéris- 
tique. 

Voyez dans la première partie de l’algèbre, du n° 209 
au n° 2 1 3 , quelques remarques utiles sur l’emploi des ca- 
ractéristiques négatives. 

USAGE DE LA RÈGLE A CALCUL. 

Je renvoie le lecteur aux notices spéciales qui accompa - 
gnent les règles à calcul. 

. , ■ - 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS EXPONENTIELLES AU MOYEN 

DES LOGAR1TMES. 

• • I • 

/ ‘ ‘ 4 ** . •’V % f ‘ 

71). On appelle équation exponentielle une équation de la 

forme ■ 

a m =,b„ 

dans laquelle a et 6 sont deux quantités positives données , 
l’exposant x l'inconnue qui doit vérifier l’égalité. U est 
facile de résoudre une semblable équation au moyen des 
logarithmes. Si l’on prend les logarithmes des deux membres 
de l’équation , on a 

xlogo=logb; 

d’où * • 

logé 
x — p— — • 
loga 

î V “ ' ' .. V, •. ; \ .V 

On obtient ainsi la valeur de l’inconnue. 

Exemples. 

1° 7 *= 1254 . <■ ' . 
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logia 54 _ 5 ,oç)82<);75 _ _ 

log 7 0,84509804 °* . ^ 

2° 5 * =0,462 

logo, 462 


log 5 


=, — 0,702878. 


On peut encore résoudre des équations exponentielles 
plus compliquées que la précédente. Soit l’équation 


a b * = c , 


dans laquelle le premier membre signifie que le nombre a 
est élevé à une puissance marquée par 6 X , les trois lettres 
a, b, c, désignant d’ailleurs des nombres donnés positifs. En 
prenant les logarithmes des deux membres , on a 

6*xIoga = logc , ; 

d’où 

6' = !^. 
loger 

On est ramené ainsi à l’exponentielle ordinaire. Pour que 
la question soit possible , il faut que a et c soient tous deux 
supérieurs ou tous deux inférieurs à l’unité, afin que le se- 
cond membre ait une valeur positive. Si l’on prend une se- 
conde fois les logarithmes , on a 


d’où 


x log 6 = log loge — log log a ; 
log loge — log log a 


x— ■ 


log b- 


INTÉRÊTS COMPOSÉS. ANNUITÉS. 

I .' * 

K * 

Voyez la première partie , n M 2 1 6 à 221 . 
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CHAPITRE V. 


DES FONCTIONS DÉRIVÉES. 


DÉVELOPPEMENT I» UNE FONCTION ENTIÈRE f (x) SUIVANT LES 

PUISSANCES CROISSANTES DE h QUAND ON REMPLACE X PAR 

X+h. — DÉRIVÉE D’UNE FONCTION ENTIÈRE. 

* » 

80. Considérons un polynôme entier par rapport à x , 

A 0 x m -f- A,!™ -1 -}- A,x m ~* -f A„_, x Am , 

dans lequel les coefficients A # , A, , A, , . . . .. sont des con- 
stantes , x une variable. Pour abréger nous représenterons 
ce polynôme par le symbole f(x) que l'on énonce fonction 

de x, et qui nous servira plus tard à désigner une fonction 
quelconque de x. 

Si l'on remplace la variable x par x-\-h, il vient • 

f(x + h) = AJx + /.)-+ A,(*+ /«r- + A t (x -f h) m ~ t 

-j- Atn~l[x -j- h I Am , 

et, en développant chaque terme suivant la loi du binôme, 
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h /»* 

•f-A)=A 0 a;*‘ 4-mA^"- 1 +m(m— l)Ao^"“* — + +mA„x hn-'+W 

+A,x m - , +(m— l)A,x«- ! +(m—iym—'2i\ i x m -* +A, 

+ A t x~- 5 -f(m— tyXtX" 1 -* +(m— 2 )(»ï— 3)Afr*»'’ 


+A»-,* -+A»., 

+ A m 

Dans la première colonne verticale nous retrouvons le po- 
lynôme proposé f(x) ; dans la seconde colonne qui con- 
tient h en facteur se trouve un polynôme du degré 
m — 1 que nous désignerons par f'{x); de même nous re- 
présenterons par f'[x), f"'{x), les polynômes con- 

tenus dans les colonnes suivantes , et le développement 
s’écrira 

/■(* + *) = a*) + f[x) - + f"(x) £ + m — 

I 1.3 1.3.0 

;.... + /»->(*) 

1 • „ “ î.a m 

• ■ > 

81.. Le polynôme 

r (x) ?= 77iA 0 x— + (m -, i (A,*-* . . . .+A^„ 

coefficient de h dans le développement de f(x-\-h), se 
nomme la dérivée du polynôme proposé. On la forme d’a- 
près cette règle très-simple : Pour avoir la dérivée d’un 
polynôme entier, multipliez chaque terme par l’exposant de x 
dans ce terme , et diminuez ensuite cet exposant d’une unité. 

h * 

Le polynôme f"(x), coefficient de — dans le dévelop- 
pement, se déduit du polynôme f(x) suivant la même loi; 
on l’appelle pour cette raison dérivée de la dérivée ou déri- 
vée seconde du polynôme proposé. 


Digitized by Google 



110 


LEÇONS d’algèbre. ' 


Le polynôme f"{ x ) 8e déduit de même du polynôme 
f"(x) suivant la loi ordinaire de dérivation ; c’est la déri- 
vée de la dérivée seconde, ou la dérivée troisième du poly- 
nôme proposé , et ainsi de suite. 

Le polynôme proposé étant du degré m, sa dérivée pre- 
mière estdu degré m — i , sadérivée seconde du degré m — : a, 
sa dérivée troisième de degré m — 3, et ainsi de suite , 
chaque dérivation diminuant d’une unité le degré. La déri- 
vée de l’ordre w est du degré zéro ; c’est une constante. Les 
dérivées suivantes sont nulles. Ainsi un polynôme du de- 
gré m a »i dérivées. 

Exemple. 

5x* — ^x-j-6. 

En appliquant la règle énoncée plus haut , on obtient les 
dérivés successives : 

f(x) = 3x'+ îox — 7, 

f"(x) = 6x+io,- < 

n*)=6. 

Il est à remarquer que le terme constant du polynôme 
proposé n’entre pas dans la dérivée ; que les deux der- 
niers termes n’entrent pas dans la seconde dérivée, etc. Le 
premier tenue entre seul dans la dernière dérivée. 

LA DÉRIVÉE HUNE FONCTION QUELCONQUE EST LA LIMITE VERS 

LAQUELLE TEND LE RAPPORT DE l’ ACCROISSEMENT DE LA 

FONCTION A L ACCROISSEMENT DE LA VARIABLE, LORSQUE CE- 
LUI-CI TEND VERS ZÉRO. 

.* * * . * t 

82. Nous avons trouvé que lorsque dans une fonction 
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r * 

entière f(x) on donne à la variable x l’accroissement h , là 
fonction devient 

f[x + h) =f(x) + f’(x) - + f'\x) — + r a) (x) — — . 

i 1.2 i .2 m 

Elle éprouve une variation ou un accroissement 

*=*/<*+ *)-/(*) =n* ) * +ru ~ +r~>(x) i - a ^ — . 

On appelle accroissement, en mathématiques, la variation 
d’une quantité, que cette variation soit positive ou négative. 
Si l’accroissement h de la variable est très-petit , l’ accrois- 
sement k de la fonction est aussi très-petit , comme somme 
d’un nombre déterminé de quantités très-petites ; si le 
premier tend vers zéro, le second tend aussi vers zéro. 
Ainsi à un accroissement infiniment petit de la variable cor- 
respond un accroissement infiniment petit de la fonction ; on 
en conclut qu’une fonction entière par rapport à x varie 
d’une manière continue quand x varie d’une manière 
continue. 

Prenons maintenant le rapport de l’accroissement de la 
fonction à l’accroissement de la variable , nous aurons 

Si l’on fait tendre h vers zéro, k tend aussi vers zéro; mais 

£ 

on voit que leur rapport tend vers une quantité déter- 
minée f{x). Ainsi la dérivée d’une fonction entière est la 
limite vers laquelle tend le rapport de l’accroissement de 
la fonction à l’accroissement de la variable, lorsque celui-ci 
tend vers zéro. 
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Cette propriété de la dérivée d’une fonction entière a été 
prise comme définition de la dérivée d’une fonction con- 
tinue quelconque. Ainsi nous dirons que la dérivée d'une 
fonction continue est la limite vers laquelle tend le rapport 
de l'accroissement de la fonction à l’accroissement de la va- 
riable, quand celui-ci tend vers zéro. 

On peut faire comprendre, à l’aide d’une figure, com- 
ment le rapport des accroissements tend en général vers 
une limite finie et déterminée. Soit y = f(x) la fonction 
proposée. Traçons dans un plan deux droitesfixesOX et OY, 

l’une horizontale, l’autre 
verticale ; à partir du point 
O portons sur la première 
u une longueur OP égale à 
une valeur quelconque de 
la variable x; au point P 

élevons une perpendiculaire 

x sur laquelle nous prendrons 
une longueur PM égale à la valeur correspondante de la 
fonction y, et opérons de même pour chaque valeur de 
x. La fonction étant continue, le lieu des points M ainsi 
obtenus formera une courbe qui représentera la marche 
de la fonction. Afin d’étendre ce mode de représentation à 
toutes les valeurs, on convient de porter les valeurs po- 
sitives de x à droite du point O , les valeurs négatives à 
gauche ; et de même on porte la valeur de y sur la perpen- 
diculaire , au-dessus si elle est positive , au-dessous si elle 
est négative. 

Cela posé , donnons à x un accroissement PP' = b , la 
fonction éprouvera un accroissement h représenté par la 
différence M'D entre les deux perpendiculaires ou ordonnées 
voisines MP et M'P'. Traçons la sécante MM': dans le 
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triangle rectangle MM'D, le rapport - est égal à la tan- 
gente de l’angle M'MD ou de l’angle P que fait cette sé- 
cante avec l’axe horizontal OX. Supposons maintenant que 
l’accroissement h tende vers zéro, le point M' se rappro- 
chera indéfiniment du point M, et la sécante, tournant 
autour du point M, tendra vers une position limite MT qui 
est la tangente à la courbe au point M. Or, quelque petit 

que soit h , le rapport ^ reste toujours égal à tang p ; mais 
l’angle p tend vers la limite <* , angle de la tangente MT 

It 

avec l’horizontale ; donc le rapport - tend vers la limite 
tanga. . ■ + v .M 

RÈGLES POÜR TROUVER LA DÉRIVÉE D’UNE SOMME, d’üN PRO- 
DUIT, D’UNE PUISSANCE, d’üN QUOTIENT, DE FONCTIONS 
DONT LES DÉRIVÉES SONT CONNUES. 

Dérivée d’uue somme. 

83. Soient « , e , w diverses fonctions continues de la va- 
riable x, y leur somme algébrique 

y — u-\-v — te. 

Désignons par le symbole ax l’accroissement que l’on donne 
à la variable x, par au, au, Atc, les variations ou accrois- 
sements qui en résultent pour les fonctions u, r, te, y (la 
lettre a indique en général une variation ou une diffé- 
rence) . Nous convenons aussi de représenter les dérivées 
de ces fonctions par les notations u', u', w\ y', accentuant 
simplement les lettres qui désignent les fonctions. 
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On a évidemment 

Ay = Au -f- Au — A». 

I 

Si l’on divise tous les termes par Ax, il vient 

Ay AU A» Au» 

Ax a# A x Ax * 

Supposons maintenant que l’accroissement Ax de la va- 
riable tende vers zéro , les accroissements correspondants 
au, At>, a te, Ay des fonctions tendront aussi vers zéro ; le 
Au 

rapport — tendra vers une limite qui , par définition , est 

la dérivée de la fonction u, dérivée que nous représentons 
, , Aü Atü Am 

par u ; les rapports — , ----- , — tendront de même vers 
r Ax Ax ax 

des limites qui sont les dérivées des fonctions v, w, y, et 
l’on aura 

y'=u'-f-»' — u»'. 

Ainsi la dérivée d’une somme algébrique est la somme des 
dérivées des diverses fonctions qui la composent. 

D’après la règle énoncée pour la dérivation d’un poly- 
nôme entier, on voit que cette dérivée est la somme des 
dérivées des différents termes du polynôme. 

Déririée d’un produit. 

84. Considérons d’abord un produit de deux fonctions 
y—uv. 

Si l’on donne à la variable x l’accroissement Ax, les fonc- 
tions u , v, y éprouvent des accroissements correspondants 
Au, A®, Ay, et l’on a 
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y + =(« 4- au) (v 4- a») , 


ou, en effectuant la multiplication et supprimant dans les 
deux membres les quantités égales y et uv. 


ay = u 4 c -f- »au 4- au • ap. 

Divisons tous les termes par ax, il vient 

Au Ap Au AU 

— = tt h» . At). 

. Ax Ax ij Aj 


Si l’accroissement Ax de la variable x tend vers zéro, les 

rapports ^ tendent vers des limites qui soqt les 

dérivées u',v',y' des fonctions u,v,y; le troisième terme 
du second membre devient nul , parce que le premier fac- 

Av • 

teur — tend vers une valeur finie u', tandis que le se- 
Ax 

cond tend vers zéro. On a donc 

y' =r uv' + vu'. 

La dérivée d'un produit de deux facteurs égale le premier 
facteur multiplié par la dérivée du second , plus le second 
multiplié par la dérivée du premier. 

Considérons maintenant un produit de trois fonctions 

y — uvu). 

Si l’on regarde le produit uv des deux premiers comme ne 
formant qu’un seul facteur, et si l’on applique la règle pré- 
cédente, on a 

y' = (uv)w' + w(uv)' ; 

en développant la dérivée (un)' du produit «t>, il vient 
y' = uvu?' 4* «n'u v' + tm') , 
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OU 

y* = uvu>‘ -f- utov' -)- vtcu'. 


Ainsi , la dérivée d’un produit de plusieurs facteurs est égale 
à la somme des produits obtenus en multipliant la dérivée de 
chaque facteur par le produit de tous les autres. 

Exemples : 


1° y = (ax — 5) (4^* + 7- ac — 3)* 

y' =(ax — 5) (Sx + 7) + (4** + 7% — 3)a = a^’ — « ax — 4 * • 
2" y=x*(x*-|- i)(3x — î). 

y' = x* (x*-f- i )3 + x*(3x — i)ax -)- (x 1 -|- 1 )(3x — i )3x* 

. = i8x s — 5x k +iax s — 3x*. 

Dérivée d’un quotient. 

85. Soit le quotient de deux fonctions 


u 



La fonction u est le produit des deux fonctions « et y ; si 
l’on prend la dérivée du produit u = vy, d’après la règle 
précédente , il vient 

V=ry'-f yi>' ; 


d’où l’on déduit 



et, en remplaçant dans le numérateur y par 
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Ainsi , la dérivée d’un quotient égale le dénominateur mul- 
tiplié par la dérivée du numérateur , moins le numérateur 
multiplié par la dérivée du dénominateur, cette différence 
étant divisée par le carré du dénominateur. 


Exemples : 


1° 


x — I 


y = 


x + i’ 


, (g— 1) _ a 

y (*+»)’ (*+»)*' 
ao 3x + 4 

^ ' y ~~ x’-. ?’ 

(x*— i)(iox— 3) — (5x* — 3x-f-4)a# _ 3x* — i8x-f-3 


y= 


(x * — l)* 


O 1 — X 1 


[x*—iy 

3 ° y ~ «*4 ■«'i’+i" 

— ax^-f-o’x’-l-x 4 )— (a*— x’Xaa’x^#*) axfx 4 — aa’x’— aa 4 ) 


(« 4 +a , x , +x ; )* 


■M» 


(x‘-(-a 1 x*4" a *) 


Dérivée d'une puissance. 

86. Une puissance entière 

y=u m 

d’une fonction u de la variable x, est le produit de m fac- 
teurs égaux entre eux 

y = uu u. .... 

Si l’on prend la dérivée de ce produit d’après la règle ordi- 
naire, il vient 

y' = u m ~'u‘ + u m -'ü -f- 
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ou plus simplement . • . 

• tf = mu* -1 

On obtient la dérivée de la puissance d'une fonction en 
multipliant par l'exposant , diminuant cet exposant d'une 
unité et multipliant le résultat par la dérivée de la fonction. 

Ce théorème est vrai pour un exposant quelconque. 
Considérons une puissance fractionnaire 

m 

y — u'; 

en élevant à la n* puissance, on a 

Si l’on prend les dérivées des deux membres , d’après la 
règle précédente, il vient 


d’où 


ny"~' y’ = mu" -1 u’ , 



et, en remplaçant y par sa valeur u", 



Considérons maintenant une puissance négative quel- 
conque 



En prenant la dérivée du quotient 4* , 


y = 


-mu 


■ = — mu 


on a 

t*’. 
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C’est encore la même règle que pour les exposants positifs. 

Corollaire. La dérivée d’une racine carrée égale la déri- 
vée de la fonction placée sous le signe radical divisée par 
deux fois le radical. Car, en appliquant la règle précédente 
,à la fonction 

• -I ' 

y — t/t* — m* , 

on a 



Exemples. 


1» y = yx; y' — ——, 

2 » y = ^ = X~', y'=-x~'=-^. 

3° y = — = aT* , y— — xc s = 

* x' y x * 

4" y= y x =x', y'=-a: *=-ï— . 

3 3yx* 


5° y = y' adr* — 4x*-|-5 , y' = • 


6x* — 8x 


i\]nx* — 4®*+5 

6° y = x(o* -(- ar*) Va* — x*. 

y'=(o*+**) v/o*— x’+a.fcVâ*^**— ^±£ U -. + aV ~ ' & 

\!a'—x' Ja'—x- 

T '. y = (a + 6z-) n , 

y'= n(â+ bx m ) n ~ i mbx m ~ i = mnbx— '(a-f èx*)-’. 

. & c d , -f 

8» y=o-}-— : ip + -ï= a + 6 - r — <® *+<fcc-*, 

\Jx' x \/x x 

y‘=—\b x~ ’ + £ ex“* — adx" 5 = ^ — |— ^ 

3 3 
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9 ' y= \J {°-W 

ÿ'=| (a-bx~' +(<;’— xyj X ^6x’ |x(c*— x*)~ ^ . 

DÉRIVÉE D’CNE FONCTION DE FONCTION. 


rV( c ’ — = V « — bx ’-fff’ — x’j * ) 4 , 


87. Soit y une fonction f (u) de la quantité u qui est 
elle-même une fonction de la variable x; par l’intermé- 
diaire de la variable u, y pourra être considérée comme 
une fonction de x; c’est ce que l’on nomme une fonction 
de fonction. 

Si l’on donne à la variable x l’accroissement Aa:, il en 
résulte pour u un accroissement au , et pour y un accrois- 
sement iy. On a évidemment 

Aÿ _ a» x AU 
Ax Au Ax 

Lorsque l’accroissement Ax de la variable tend vers zéro , 
l’accroissement au, et par suite l’ accroissement Ay, tendent 

A u 

aussi vers zéro; la limite du rapport est la dérivée y' 
de y considérée comme fonction dè x; la limite du rap- 


Ay : 

port — est la dérivée f (u) de la fonction f (u) , c’est-à-dire 
Au 

de y considérée comme fonction de la variable u; enfin la 

Au t 9 

limite du rapport — est la dérivée u' de la fonction u de 


x. On a donc 


y'=f\u)Xu’. 


àinsi la déride d'une fonction de fonction est égale au pro- 
duit des dérivées des fonctions qui la composent. 
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Ce principe peut être généralisé. Soit y une fonction f(v) 
de la quantité v qui est une fonction <p (u) de la quantité u 

qui est elle-même une fonction de x; par Tinterai édiaire 

\ ' 

des quantités v et u, y est finalement une fonction de x dont 
nous cherchons la dérivée. On a 

Ay Ay Av Au 

' Ax Av ^ Au Ax’ 

et, en passant à la limite, , 

La règle établie plus haut pour trouver la dérivée d’une 
fonction u* est un cas particulier du théorème que nous 
venons de démontrer sur les fonctions de fonctions. 

DÉarrÉES DES FONCTIONS CIRCULAIRES DIRECTES 
ET INVERSES. 

Dérivée du sinus. 

88. Soit la fonction 

. y — sin x. 

Si Ton donne à la variable x l’accroissement A, il en résulte 
pour la fonction l’accroissement 

k = sin (x + A) — sin x. 

I 

En prenant le rapport des deux accroissements et transfor- 
mant la différence de sinus en produit, il vient 

. A / A\ 

, . , - .. . asm-cos(x + -) 

k sin (x -p A) — suir _ a V a/ 

h h 7 h ’ 
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* s ' n » L, k \ 

- = _cos(* + -). 


Quand l’accroissement h de la variable tend vers zéro , 
. h 

sm - . 

le rapport — du sinus à l’arc - tend vers l’unité, tan- 
n a 

2 

dis que le second facteur se réduit à cosx; le rapport 
tend donc vers une limite égale à cos x, et l’on a 
y' = cos x. 

Ainsi la dérivée du sinus est le cosinus. 

t 

Dérivée du cosinus. 

89- Soit la fonction 

y = co s x. 

On a de la même manière 


. h . 

, . , .. —a gin - sm 

k cos (x -fai'’— cos x a 

h~ h ~ 

. h 
sin- 


K) 


-V-K)- 


et, en passant à la limite, 

y' = — sinx. 
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Ainsi la dérivée du cosinus est le sinus pris en signe con- - 
traire. 

Au moyen de ce qui précède, on obtient aisément les 
dérivées successives du sinus ou du cosinus. 


y^sina;, 
y' = cos x , 
y" = — sinx, . 
y" = — cos a:, 
yi ,T > = sinx, 


y =; co s x , 
y' = — sin x ; 
y" — — cos a-, 
y'" = sin x , 
y (l,) = cos a: , 


On voit que ces dérivées se reproduisent périodiquement 
de quatre en quatre. 


Dérivées de la tangente et de la sécante. 

90. On obtient la dérivée de la fonction 
y = tang x , 

en prenant la dérivé du quotient ce qui donne 

cos’ar + sin’ar 1 


. 9 cos’aJ 

De même la cotangente 


cos’x 


cos a; 

y=cotx= - — 

6in x 


a pour dérivée 


s sin’a;' 

La sécante pouvant se mettre sous la forme 
y = séc x = (cos a;) - * , 


Digitized by Google 



124 LEÇONS’ ü’ ALGÈBRE. 

on obtiendra sa dérivée par la règle des puissances 

y — — (cos x) * x ( — sin x) = - — r — . 

De même la cosécante 

y — coséc x — (sin x)~‘ 

a pour dérivée 

, cosx 

y — sin 1 x ' 

Dérivées des fonctions circulaires inverses. 
91. Soit la fonction inverse x 


y= arc sin x. 


On en déduit 

* * 

sin y = x. 

Prenons la dérivée des deux membres; y étant une fonction 
de x, le premier membre sin y est une fonction de fonc- 
tion qui a pour dérivée cos yxy 1 ; la dérivée du second 
membre x est l’unité; on a donc 


d’où 


cos jXÿ'= i ; 

, 1 

^ cos y ' 


Puisque sin y = x , on a cos y — Jï — x* ; en rempla- 
çant cos y par sa valeur, il vient 



r iz 

On suppose que l’arc y est compris entre — - et -f- S’il 
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était compris entre et le cosinus étant négatif, il 
faudrait mettre le signe — devant le radical. 

92. La dérivée de la fonction inverse 
y = arc cos x 

s’obtient de la même manière. On a, en effet. 


cos y — x, 

et, en prenant les dérivées des deux membres, 
— sinyXy'= 1 ; 


d’où l’on déduit 


Il = 


sin 


y y/i — 


On suppose l’arc compris entre o et «. S’il était compris 
entre * et ir . , le sinus étant négatif, il faudrait mettre le 
signe — devant le radical. 

/ 

93. Considérons enfin la fonction inverse 


y = arc tang x. 


On a 


tangy = x, 

et, en prenant les dérivées des deux membres, 


d’où 

Mais on sait que 

COS s J/ = 


■ . = i ; 
cos’?/ 

y' = cos 5 y. 


i q-tang’y i -|- ir 
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donc 



DÉRIVÉES DE LA FONCTION EXPONENTIELLE ET DB LA 
FONCTION LOGARITHMIQUE. 


Dérivée de la fonction exponentielle. 

94. Soit la fonction exponentielle 
</ = «’• 


Si l’on donne à la variable x l’accroissement h , la fonc- 
tion éprouve un accroissement 

, * = *"+*_ fl '=oV— .), 

et le rapport des deux accroissements est 




o‘-. 


On sait que, lorsque h est très-petit, la différence a K — i 
est très-petite ; posons donc < 


d'où 



et, en prenant les logarithmes népériens des deux mem- 
bres , 

hha — L(i -}- a), 

t L(«+«) 
h -~ûT- 

• T i 

Remplaçons h par sa valeur, l’expression du rapport de- 
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vient 

k . a. La <f\jx a'La 

S-° ÎF-R ~ ÎL(I + .) — L.(i.+ 

Lorsque h tend vers zéro, * tend aussi vers zéro, et la 

I » 

quantité (i + “)“ devient égale à e (n° 5i) ; mais Le = i ; 
donc 

y' — lira ^ — a*La. 
h 

Ainsi, pour avoir la dérivée d’une fonction exponentielle , 
il suffit de multiplier celle fonction par le logarithme népé- 
rien de la base. 

95. Considérons la fonction exponentielle y = e* ; puis- 
que Le = i , on a y' = e*. Ainsi, la dérivée de la fonction e* 
est cette fonction elle-même. La fonction e 1 jouit de la pro- 
priété caractéristique de se reproduire elle-même par la 
dérivation. 

Dérivée de la fonction logarithmique. 

96. La fonction logarithmique 

y = log x 

est l’inverse de la fonction exponentielle. Si a désigne la 
base du système de logarithmes , on a 

a * = x. 

Prenons les dérivées des deux membres d’après la loi que 
nous venons de démontrer, en regardant a* comme une 
fonction de fonction ; il vient 

a’LaXÿ — », 

t * 
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d’où 

En remplaçant a* par x, et remarquant que la quantité ~ 

est le module M du système de logarithmes (n“ 72 ), on a 
enfin 

1 M 

* xL a x ' ' 

Telle est la dérivée de la fonction logarithmique. 

Considérons comme cas particulier la fonction loga- 
rithmique népérienne 

y = Lx; 

le module étant l’unité, on a 



Résumé. 


97. Nous avons trouvé les dérivées des fonctions simples 
que l’on considère ordinairement en mathématiques ; il est 
nécessaire de les apprendre par cœur ; le tableau suivant 
permet de les embrasser d’un coup d’œil : 


y = 

y = sin x , 
y = cos x, 

y — tanga; , 
y = arc sin x , 

y — arc cos x , 


y’ z= mx m ~ l , m étant quelconque, 
y' = cos x , 
y' — — sinx, 

, _ » 

® cos’x’ 

eu supposant l’arc 
x compris entre O 
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y = arc tang x , 

, 1 
V ~ i +X*’ 

y = a x , 

y' = a*La , 

y = **, 

II 

Cb 

(1 

y = logx, 


y ■= Lx, 
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98. Les fonctions complexes pouvant être considérées 
comme des fonctions de fonctions , on calculera leurs déri- 
vées d’après la loi connue. En voici quelques exemples : 
i* j/ = sinx*. Si l’on pose u = x*, on a i/ = sinu et 
l’on voit que y est une fonction de fonction. L’ application 
du théqrème donne v 

y' = cos h X u’ = ix cos x'. 


•i° y=^e" nz . Si l’on pose u=sinx, on a encore une 
fonction de fonction y = e\ qui admet pour dérivée 

• •_'> j' = 8 , xii-f ,l,j; X cosx. 

5° y — e* 1 * 1 *’. Si l’on pose u = x *, t> = sinu, on a une 
fonction de fonction y = e v plus compliquée que les précé- 
dentes ; le même théorème donne 

' * i 

y' = «’ . cos u. ix — axe* 10 cos x\ 


If y = L (x y/i + x 1 ). En posant u = x -+• y î -f x* , 
on a la fonction de fonction y = Lu, qui admet pour dérivée 


+ 


x 


. , J 1 4- i 

y' = - x u' = ^ — = - 

u x -)- yi^j-x* y i -(- x * 
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Par l’habitude, on arrive à décomposer les fonctions com- 
plexes par la pensée, sans employer les lettres auxiliaires 
u et r. 


«NE FONCTION EST CROISSANTE Oü DÉCROISSANTE SUIVANT QUE 
SA DÉRIVÉE E$T POSITIVE OU NÉGATIVE. 


09. Soit f(x) une fonction continue, f'{x) sa dérivée. 
Nous avons appelé dérivée d’une fonction la limite du rap- 
port de l’accroissement k de la fonction à l’accroisse- 
ment h de la variable, quand ces accroissements tendent 

k 

vers zéro. Lorsque h est très-petit, le rapport - diffère très- 
peu de sa limite ; on a donc 




k = h[f[x) + t), 


z étant une quantité très-petite qui s’annule avec h. La 
dérivée f (j), ayant une valeur finie, est plus grande que 
la quantité infiniment petite e en valeur absolue, et par con- 
séquent donne son signe à la parenthèse. En supposant h 
positive, c’est-à-dire la variable .r croissante, on voit que 
la variation k de la fonction aura le signe de la dérivée 
f'{x) ; si la dérivée est positive, k sera positive et la fonc- 
tion ira en croissant; si la dérivée est négative, k sera né- 
gative et la fonction ira en décroissant. 

100. Lorsqu’une fonctiofi, après avoir augmenté, décroît 
ensuite, elle passe par un maximum, c’est à-dire par une 
valeur plus grande que les valeurs voisines. Au contraire , 
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lorsque la fonction, après avoir diminué, croit ensuite , 
elle passe par un minimum , c’est-à-dire par une valeur 
plus petite que les valeurs voisines. 

Dans le premier cas, la fonction commençant par croître, 
la dérivée est d’abord positive ; la fonction décroissant en- 
suite, la dérivée devient négative. Ainsi , quand la fonction 
passe par un maximum , la dérivée change de signe , de 
positive devenant négative. 

Dans le second cas, la fonction commençant par décroî- 
tre, la dérivée est d’abord négative ; la fonction croissant 
ensuite, la dérivée devient positive. Ainsi, quand la fonc- 
tion passe par un minimum, la dérivée change de signe, de 
négative devenant positive. 

Les réciproques sont vraies : lorsque la dérivée chatoge 
de signe, la fonction passe par un maximum ou par un mini- 
mum. Si la dérivée de positive devient négative, la fonc- 
tion, croissant d’abord pour décroître ensuite, passe par un 
maximum; si la dérivée de négative devient positive, la 
fonction, décroissant d’abord pour croître ensuite, passe 
par un minimum. 

Ordinairement la dérivée d’une fonction continue est 
aussi finie et continue ; elle change de signe en passant par 
«la valeur intermédiaire zéro. On obtiendra donc les valeurs 
de x qui rendent la fonction maximum ou minimum ep 
cherchant les valeurs de x qui annulent la dérivée, et qui en 
outre lui font éprouver un changement de signe. 

Exemples. 

101. Question I. Quel est le plus grand de tous les 
cylindres circulaires droits ayant même surface totale ? 

Appelons x le rayon de la base, y la hauteur, etreprésen- 
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tons la surface totale donnée par a*a* ; nous avons la re- 
lation 

a «x* -f- i~xy = ara*, 

■* * * ' * 

ou plus simplement 

x'-\-xy = a*. 

Le volume V du cylindre a pour expression 
V — Tcx*y , 

• > • 

\ - * . . - 

- . — * * 

et si l’on remplace la hauteur y par sa valeur y = 


x 


tirée de la relation précédente , t 

V = iur(a* — x') ; 

. . t ' . • 

c’est une fonction de la variable indépendante x. 
La dérivée de cette fonction 


s’annule pour . 


V' = it(a* — Sx') 


x — ■ 




Les valeurs de x et de y devant rester positives, le rayon 
x de la base peut varier de zéro à a. A l’inspection de la 
dérivée, on voit qu’elle est positive pour les valeurs de x 
a 

inférieures à négative pour les valeurs de x supérieures 

a a 

à si donc on fait croître x de o à , la dérivée 


étant positive, le volume croît; x croissant ensuite de 


v/5 


à a , la dérivée devient négative et le volume décroît.. Le 
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volume passe donc par une valeur maximum qu’il acquiert 

a ia 

pour x = ^ ; la valeur correspondante de y est 

Ainsi, parmi tous les cylindres de même surface totale, lé 
plus grand est celui qui a sa hauteur égale au diamètre de 
sa base. 

102. Question II. Quel est le plus grand de tous les 
cônes circulaires droits ayant même surface totale ? 

Si l’on appelle x le rayon de la base, y la hauteur, *a* 
la surface donnée, on a la relation . .. 

x' -j- x \Jx* = 

' - . 1 - / “ 

le volume a pour expression 



ou, en remplaçant y par sa valeur 


a va* " — ax’ 


tirée de la relation précédente , 


V = — x \fa* — ar’. 

3 

■i» -v , * • , 

Le volume est une fonction de x qui a pour dérivée 

y , _ 

3/5’ — ax* 

Cette dérivée s’annule pour x = Les valeurs de x et de 
y devant rester réelles et positives, x ne peut varier que 


Digitized by Google 



134 


LEÇONS D'ALGÈBRE. 


de o à La variable x croissant de o à - , la dérivée est 

v / 2 2 

, a , a 

positive et le volume croît -, x croissant de - a la dé- 

2 v 8 * 


rivée devient négative, et le volume décroît. Le volume 
passe donc par un maximum quand x = * ; Ja valeur cor- 
respondante de y est y = a /a ; on en déduit pour le côté 

du cône la valeur — . Ainsi, parmi tous les cônes de même 

2 

surface, le plus grand est celui dans lequel le côté est au 
diamètre de la base dans le rapport de 5 à a. 


103. Question III. Étant donnée une feuille de carton 



EKLF, on forme une boîte à fond rectangulaire EFGH. 
A quelle distance faut-il mener les parallèles pour que la 


boîte soit la plus grande ? 

Appelons 2 a et qô les côtés AB et BC de la feuille de 
carton, x la distance variable AK à laquelle on mène les 
parallèles; le fond de la boîte est un rectangle ayant pour 
côtés EF = 2 (n — x) et EH = 2 (b — x) , et pour surface 
4 (a— x) (b— x) ; la hauteur de la boîte est x; lé volume 
a donc pour expression 

V — 4x(a — x)(6 — x). 

La dérivée de cette fonction est 

V' = 4[3X‘ — 2 (à -f- 6)x -f- ab] ; 
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• elle S'annule pour les deux valeurs '* 

a b dz à 1 b 1 — ab 

x== _ _ -, 

racines de l’équation du second degré 

.< 5x* — a(a+ b)x-\-ab = u. 

Supposons a>b; d’après la nature de la question , x doit 
être plus petit que b ; or, il est aisé de voir que des deux 
racines de l’équation du second degré, l’une est plus pe- 
tite que b, l’autre plus grande; car, si dans le premier 
membre de cette équation on remplace x par zéro, on 
trouve un résultat positif -f ab ; par b un résultat négatif 
— b(a — 6 ); donc l’équation admet une racine positive 
comprise entre o et b ( Voyez I" partie, n° 161 ); l’autre 
racine étant aussi positive est nécessairement plus grande 
que b ; la première racine 

a -f- h — V a* -)- — ab , 

• r== " 5 ' 

convient seule à la question. 

Si l’on fait croître x de o à x', le premier membre de 
l’équation, et par suite la dérivée, sont positives, et la 
fonction croît ; x croissant de x' à b , la dérivée devient 
négative, et la fonction décroît ; la fonction acquiert donc 
une valeur maximum pour x = x'. 

104. Question IV. Soit GH la ligne de séparation de 
deux milieux ; on suppose que la lumière se meuve dans 
ces deux milieux avec des vitesses différentes « et v'. Quel 
chemin doit suivre le rayon lumineux pour aller du point A 
au point B dans le temps le plus court? 
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Nous pouvons déterminer la position des points A et B 
par leurs distances AP et BQ à la droite GH , et par la dis- 
tance PQ ; nous désignerons 
ces trois longueurs connues 
par a, b, c. Si la vitesse était 
la même dans les deux mi- 
lieux , il est clair que la lu- 



mière suivrait le chemin le 

’i * • 

plus court, c’est-à-dire la 
droite AB; mais la vitesse» 
clans le milieu supérieur 
étant plus grande que la vitesse v' dans le milieu inférieur, 
il y a avantage à ce que la lumière parcourre une plus 
grande longueur dans le premier milieu et une moindre 
dans le second ; elle suivra donc une ligne brisée telle 
que AMB. Appelons x la distance cherchée PM ; la lumière 
parcourt dans les deux milieux les longueurs 


AM = V 'a*+ x\ Mü = vfc‘-f(r — ar)*; | 
elle emploie à les parcourir les temps 

jcP-^x 1 *jh' (r — x ) 1 _ 


Elle met donc , pour aller de A à B , en suivant le chemin 
AMB , le temps 


. + , tffc* + («-*)* 

t — 1 -7 »• 


Ce temps est une fonction de x , considéré comme variable 
indépendante ; elle a pour dérivée 

x c — x 


t' = - 


v^n* -(-x* tf'ÿA’ -}- (c — jt)* - ^ -• 
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Au point M menons une perpendiculaire NN' à GH; l’angle 
AMN est l’angle d’incidence t, l’angle BMN' l’angle de ré- 
fraction i\ Comme on a • 

. . AP x ' ' 

s,ni = Tiir = -==> 

AM y / a » x i 

... QM c — x 1 

sm » = ôTï = -=====', 

BM v -'t,«-(-(c — 1 )« 

il en résulte cette expression de la dérivée 

_ sint i sin »' 

— v 

La dérivée sera nulle quand on aura 

sin » _ sin i' 
v ‘ 

Supposons que le point M se déplace de P en Q , c’est-à-dire 
que la variable x croisse de o à c ; la dérivée est négative 
pour x = o , positive pour x—c; donc la fonction t , dé- 
croissant d’abord pour croître ensuite , passe par un mini- 
mum. C’est ce minimum qui est défini par la relation 


sini v 



on retrouve ainsi la loi ordinaire de la réfraction de la 
lumière. 

105. Question V. Étudier la variation de la surface du 
secteur sphérique de volume constant. 

Appelons x le rayon du secteur, y la hauteur de la ca- 
lotte qui lui sert de base, et supposons que le volume soit 
égal à celui d’une sphère de rayon donné a ; nous aurons 
la relation 

•_ • », ». • . {. * 
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-wa fys-iM', 

ou plus simplement 

, ' , ao s 

I ï= »«> îf = — r- 

La surface du secteur a pour expression 

S = itx y'' ÿ(ax — ÿ) + ariÿ, 

et , si l’on remplace y par sa valeur, 

S=„.[^ + y/a(*-i)]- 

Cette fonction a pour dérivée 


r \V/a{x , -TO s ) / 


La dérivée change de signe lorsque le sens de l’inégalité 

+ aa s , ^ 

y,-. > O 

^a(x s — a”) 

change ; mais cette inégalité se ramène à la suivante 


a: 6 — noV-f aoa* > o. 

En égalant à zéro , on arrive à l’équation trinôme (I ,c partie, 

n* I 77 > . „ 

x * — 1 2a*x s -j- aoa* = o , 

qui admet les deux racines réelles a\/s et a\' 1 o. 

Pour que la surface S soit réelle, il faut qué la valeur 
de x soit plus grandè que a ; ainsi , le rayon x peut varier 
de a à + cr>. Lorsque x = a , on a y = aa , S = ; le 
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secteur se réduit à une sphère de rayon a. Si l’on donne 
à x une valeur un peu plus grande que a , le premier terme 
de S' ayant une valeur positive très-grande , la dérivée est 
positive, et par conséquent la surface S augmente quand x 
croît à partir de»; on en conclut que la surface part d’une 
valeur minimum quand x part de la valeur initiale a ; ce 
secteur de surface minimum est une sphère. 

Supposons que x croisse de a à la plus petite racine a y' s ; 
la dérivée , conservant le même signe , reste positive et la 

surface augmente; quand x dépasse ay/sT, la dérivée, s’éva- 
nouissant et changeant de signe, devient négative, et la 
surface diminue. La surface passe donc par une valeur 

3 / — 

maximum, pour x — a\'Â ; la valeur correspondante de y 
étant égale à celle de x, le secteur prend alors la forme 
d’une demi-sphère. Dans l’intervalle, la valeur de y, qui 
va toujours en diminuant, était supérieure à celle de x et 
le secteur plus grand qu’un hémisphère. 

Quand x croît de la plus petite racine à la plus grande , 
la dérivée reste négative et la surface diminue ; quand x 
dépasse ay/io, la dérivée, s’évanouissant une seconde fois 
et changeant de signe, devient positive et la surface 
augmente. La surface passe donc par un minimum pour 

x = a^i o ; la hauteur y de la calotte est alors le cin- 
quième du rayon. 

Quand x croît à l’infini à partir de a\/io, la dérivée 
reste constamment positivé et la surface augmente indéfi- 
niment. 

En résumant ce qui précède, on voit que le secteur de 
volume constant a d’abord la forme d’une sphère entière , 
et alors sa surface est minimum. La sphère s’ouvre de plus 
en plus, et la surface du .secteur- augmente jusqu’à ce qu’il 
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réduise à utie moitié de sphère ; alors la surface acquiert 
sa valeur maximum. Le secteur s'allonge ensuite, et la sur- 
face diminue jusqu’à ce que la hauteur de la calotte ne soit 
que le cinquième du rayon ; alors la surface passe par un 
minimum. Le secteur .continuant à s’allonger indéfiniment , 
la surface augmente à partir de ce minimum et augmente 
indéfiniment. 

Dérivées d'une fonction de plusieurs variables. 

106. Jusqu’ici nous n’avons considéré que des fonctions 
d’une seule variable ; nous allons dire quelques mots des 
fonctions de plusieurs variables. Soit f(x , y) une fonction 
de deux variables indépendantes x et y (on nomme va- 
riables indépendantes des quantités qui varient d’une ma- 
nière tout à fait arbitraire et indépendamment l’une de 
l’autre). Si, regardant y comme une constante , nous pre- 
« nons la dérivée de la fonction par rapport à la variable x, 
nous aurons ce qu’qn appelle la dérivée partielle de la fonc- 
tion par rapport à x. De même, si , regardant x coitnne une 
constante, nous prenons la dérivée par rapport à la va- 
riable y, nous aurons la dérivée partielle par rapport à y. 
Telles sont les deux dérivées partielles du premier ordre 
de la fonction proposée ; nous les désignerons par les no- 
tations f' x et l’indice indiquant la lettre par rapport à 
laquelle on dérive. 

. Si l’on dérive deux fois successivement, soit deux fois 
par rapport à x, soit une fois par rapport à x et une se- 
conde fois par rapport à y, soit deux fois par rapport à y, 
on obtient trois dérivées partielles du second ordre que 
nous désignerons par les notations /*., fy>- Et ainsi 
. de suite. _ . ’ >• •. 
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Par exemple, soit la fonction 

• . •* i 

») — 3ar * — 5 ory + y’ — 3x + 4y -f a . 

En dérivant par rapport à x ou par rapport à y, on a les 
deux dérivées partielles du premier ordre 

f'm — ftr — 5y — 5 , 

5x-fay + 4, 

En dérivant une seconde fois, soit par rapport à x, soit 
par rapport à y, on forme les trois dérivées partielles du 
second ordre 




Les dérivées suivantes sont nulles. 

; * * • v’ 

Extension du théorème des fonctions de fonctions. 

107. Soit une fonction f(u,v) de deux] quantités u 
et v qui sont elles-mêmes des fonctions de la variable x ; 
il est clair que y est en définitive une fonction de la va- 
riable x. On demande sa dérivée. Si l’on donne à la va- 
riable x l’accroissement Ax, il en résulte pour u et v les 
accroissements Au et au, et pour y l’accroissement Ay, 
et l’on a 

- * ***** 

- 4 y =/!« + au, t>+ a»)— f(u,v), 
ou 


A y=/l u + A «> v+hv)— f{u, v+*v)+f(u, V+hv)—f{U, V). 


En divisant par ax, il vient 

ay _ f(u+\u, c-j-Ap) — f(u, c-fat?j au 
a.r au ax 

f{u, r-(-ac y~f[u, v) Ar . 

* * ' A*> Ax’ . 
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Supposons maintenant que Ax tende vers zéro , les rap- 
ports ^ et — tendent vers les dérivées u et v' des fonc- 

1 A.X y AX 

lions u et v. Dans le rapport 

f(u, g- fAr)— f(n, v) ... 

' Av ’ * • • 

on voit que , ti restant constante-, la variable v éprouve 
l’ accroissement Av; la limite de ce rapport est donc la dé- 
rivée partielle f v) de la fonction f(u, v) par rapport 
à «. On voit de même que , dans le rapport 

f'\U- j-Att, f+Aü) — f(U, g-j-Ag) : v 

Am 

la quantité g -f- Ai- restant constante , la variable u éprouve 
l’accroissement Au ; la limite de ce rapport est la dérivée 
partielle de la fonction /'(u,t>-|-Ar) par rapport à u; mais 
la fonction f{u, v -}- A t) devenant égale à f(u, v ) , puisqiie 
Ac s’évanouit, la limite de ce rapport sera f,(u t v). On a 
donc 

Ainsi la dérivée d’une fonction de deux fonctions u et g 
d’une même variable x égale la dérivée partielle de la fonc- 
tion proposée par rapport à u multipliée par la dérivée 
de u , plus la dérivée partielle par rapport à v multipliée 
par la dérivée de v. 

Exemples : 

i° y — x". Posant u = x, v = x, on aura y = «*: d’où, 
en appliquant le théorème précédent, 

A 

I • 

y = 1 { -J- «*. I41 . v' = X* Lr — of (I -}- Lr) . 
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' , _ • I 

s ° y — (sin x) lx . Posant u = sin x, v = !\x . , on aura de 
môme y = u’ ; d’où 

y'= -j- u” . L«. v' j== 4 1 cos x ( sin x)‘*“‘+4(sin x) iX L(sinx), 

• . " ' ‘ ' , 

Dr rivés des fonctions itnpliciles. 

108. On dit qu’une fonction est implicite lorsqu’elle est 
liée à la variable par une équation non résolue. Ainsi 
l’équation 

' ’ /■(•*••>£/ = o» 

dans laquelle le premier membre est une fonction quel- 
conque des deux variables x et y , définit une fonction im- 
plicite y de x. Si l’on pouvait résoudre l’équation, on en dé- 
duirait y = f(x) et la fonction deviendrait explicite. _ 

On peut obtenir aisément la dérivée d’une fonction im- 
plicite. En effet, prenons la dérivée de la fonction f(x. y ) , 
dans laquelle nous regardons x comme la variable indé- 
pendante, et y comme une fonction de x ; cette dérivée, 
d’après le théorème précédent, est égale à 

f x +fr»'- ■} 

* * \ ' . 

Comme la fonction f(x, y) est constamment nulle , sa déri- 
vée est aussi constamment nulle, et l’on a l’équation 

d’où l’on déduit 


r : 



Telle est l’expression de la dérivée de la fonction impli- 
cite y. 
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Exemples : 

i° Considérons la fonction implicite y définie par l’équa- 
tion 


x*— 4xÿ+y + ax=o. 

On a , d’après la formule que nous venons d’établir. 



ax — % -(-a _ _ ii/ — x — i 
— 1{X -\~iy y — ix 


L’équation proposée étant du second degré par rapport 
à y, peut être résolue, ce qui donne 

y — ix±\/ 5j’ — ix. ... 


La fonction devenant ainsi explicite, on trouve directe- 
ment sa dérivée , * - 



3x — î 
\/3x* — ix 



En remplaçant y par sa valeur dans la première expression 
de y', on obtient la seconde 


. 2* 


3x* — (pcy +y , = «i 


i5x‘ — 4 y 

-r 4x+3y* 


DES FONCTIONS PRIMITIVES. 

109. On appelle fonction primitive d’une fonction donnée 
une fonction dont la fonction proposée est la dérivée. Nous 
allons démontrer d’abord l’existence de la fonction primi- 
tive, qu’on puisse ou non l’exprimer au moyen des signes 
de l’algèbre. 
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Soit y = f(x) la fonction proposée; représentons cette 
fonction par une courbe, comme nous l’avons expliqué 
au n' 82, en portant sur la ligne horizontale OX, à partir 

, du point O, des lon- 
gueurs égales aux diver- 
ses valeurs de la variable 
x, et élevant des perpen- 
diculaires ou ordonnées 
' ' égales aux valeurs corres- 
pondantes de y. Considé- 
rons l’aire ABPM comptée à partir d’une ordonnée fixe AB 
jusqu’à une ordonnée mobile MP ; cette aire est une fonc- 
tion de x ; car, si l’on fait croître x, l’ordonnée MP s’éloi- 
gnant, l’aire augmente; l’aire, variant avec x , est donc 
une fonction de x; nous désignerons cette fonction par 
F (x) . Je vais démontrer que la fonction F (x) ainsi définie 
est la fonction primitive de la fonction proposée f(x ) . 
Concevons, en effet, que l’on donne à x un accroissement 
PP’ = h ; l’accroissement k de la fonction F (x) sera l’aire 
du trapèze curviligne MPP'M' ; par les points M et M' me- 
nons les horizontales MD et M’E ; on voit que l’aire du tra- 
pèze curviligne est comprise entre celles des rectangles 
MPP'D et EPP'M' ; ces rectangles ont pour mesure MP x h 
et M'F x h ; on a donc 

MPxA.<A<M'Fx//, 


divisant par h , 


MP < 7 < M'P'. 

h 


Quand h tend vers zéro, l’ordonnée M'F devient égale à MP; 

10. 
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donc la limite de y ou la dérivée F'(x) est égale à l’ordon- 
née MP, c’est-à-dire à f{x). Ainsi la fonction proposée f(x) 
est la dérivée de la fonction F ( x ) ; et réciproquement , la 
fonction F (x) est la fonction primitive de f(x). 

11 résulte de là qu’une fonction continue quelconque a 
une fonction primitive, que l’on peut représenter par une 
aire plane. Si à la fonction primitive F (.r) on ajoute une 
constante arbitraire C , on aura encore une fonction primi- 
tive F(x) -f C; car la constante ne donne rien dans la 
dérivée. 

DEUX FONCTIONS QUI ONT DES DÉRIVÉES ÉGALES NE PEUVENT 
DIFFÉRER QUE PAR UNE CONSTANTE. 

110. Je vais démontrer d’abord que lorsqu’une fonction 
a sa dérivée constamment nulle, cette fonction est con- 
stante. Soit f(x) une fonction; en donnant à x l’accroisse- 
ment h , nous avons trouvé (n° 99 ) la relation 

f(x + h)-f(x) = A[f(x) + t), 

s s’évanouissant avec h. Si la dérivée est constamment 
nulle, cette relation se réduit à 

f(x-\-h)—f[x) = ht. 

Je considère deux valeurs quelconques x 0 et X de la va- 
riable x, X étant supposée plus grande que .r o ; je partage 
l’intervalle X — x 0 en n parties égales, et j’appelle h cha- 
cune de ces parties. En appliquant la relation précédente 
à ces divers éléments , on a 
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f(*o + /l ) — f( x o) = K> 

A ta + 2A) — /(X 0 + h) = /«, , 

A (x 0 + 3/() — f (x 0 -f 2//) = ht, , 


/■(X) — Ata + (n — 1)A) = Aï_, , 

chacune des quantités »„ , », s’évanouissant 

avec A. 

Si l’on ajoute toutes ces égalités, les quantités intermé- 
diaires disparaissent, et l’on trouve 

flX)- /[*,) =% + .,+«, + 0- 

Appelons » la plus grande des quantités » 0 ,e,, en va- 

leur absolue ; leur somme sera évidemment moindre que 
ns et le second membre plus petit que n/i» ou que (X — x 0 )s 
puisque n h égale X — x 0 ; on aura donc 

A(X) — /ta) < (X — x 0 )e. 

Imaginons maintenant que l’on partage l’intervalle con- 
stant X — x 0 eu un nombre de parties de plus en plus 
grand; la grandeur h des parties diminuera indéfiniment; 

toutes les quantités » 0 , et par conséquent la plus 

grande d’entre elles s tendront simultanément vers zéro, 
et le produit (X — x 0 )e s’évanouira. 11 en résulte que la 
différence A(X) — f(x 0 ) est nulle, c’est-à-dire que les va- 
leurs /'(X) et A(x 0 ) de la fonction pour deux valeurs quel- 
conques de la variable sont égales ; ainsi la fonction con- 
serve toujours la même valeur : c’est une constante. 

1 H . Soient maintenant deux fonctions F (x) et f (x) , 
ayant même dérivée f (x) , je dis que ces deux fonctions ne 
peuvent différer que par une constante. En effet, on a par 
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?'(*) = A*)» 

F'[x) = f(x); 

si l’on retranche ces deux égalités l’une de l’autre, il vient 

f\x) — F'[x) = o. 

Mais o'(.r) — F'(x) est la dérivée de la fonction ?(*)— F(x); 
puisque cette dérivée est constamment nulle, la fonction est 
constante ; donc 

<p(x) — F(x)=C. 

112. Nous avons dit (n° 109) que lorsqu’on a trouvé 
une fonction primitive F (x) de la fonction proposée , et 
que l’on y ajoute une constante arbitraire, on obtient une 
nouvelle fonction primitive F ( x ) C. Il résulte de ce qui 

précède que l’on forme ainsi toutes les fonctions primitives 
de la fonction proposée , puisque toute autre fonction pri- 
mitive ne diffère de la première que par une constante. Cette 
fonction primitive F(x)+C, renfermant une constante ar- 
bitraire , s’appelle , pour cette raison , fonction primitive 
générale de la fonction proposée. 

On peut déterminer la constante de manière que la fonc- 
tion primitive ait une valeur donnée A pour une valeur 
donnée a de x ; on posera 

F{«) + C = A . 

d’où 

C = A — F(aj. 

Si l’on veut, par exemple, que la fonction primitive 
s’annule pour x = « , on posera 

F(a) + C = n; 


1*8 

hypothèse 
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d’où 

C = -F(o), 

et la fonction primitive devient F(x) — F(a). 

La représentation géométrique de la fonction primitive 
montre bien que cette fonction renferme une constante 
arbitraire; car on peut compter l’aire à partir d’une or- 
donnée initiale AB quelconque , et quand on change la po- 
sition de cette ordonnée initiale , on modifie évidemment 
l’aire d’une quantité constante. Déterminer la constante 
de manière que la fonction primitive s’annule pour x=a, 
c’est compter l’aire à partir de l’ordonnée initiale qui cor- 
respond àx=a. 

REVENIR DE LA DÉRIVÉE A LA FONCTION PRIMITIVE , DANS LE 
CAS OU CETTE OPÉRATION PEUT SE FAIRE IMMÉDIATEMENT. 


113. Considérons d’abord une fonction entière 


A,x" -f- A,x" - ' . 

• • -|- A„_,x -f- Am J 

sa fonction primitive est] 


A.x ** 1 A,x* A,x*-‘ 

m-fi m m — i 

. + ^£ + À «x+C; 
a 


car en prenant la dérivée de ce polynôme on retrouve le 
polynôme proposé. Ainsi , pour avoir la fonction primitive 
d'une fonction entière , on augmente tous les exposants d’uno 
unité et on divise chaque terme par l'exposant ainsi aug- 
menté. Cette opération élève le degré d’une unité. 

Par exemple, le polynôme 

x’ — 5x -|- 7 
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a pour fonction primitive générale 


3 


^ T’ 

— ¥-+ 7 x + C. 

a 


Si l’on veut que la fonction primitive s’annule pour x=;o, 
on fera C = o. 

La même règle s'applique aux exposants quelconques. 

> • 

Exemples. ■ , 

i 

■J» f(x)=z^x=x*. 

F(x)=|x*+C = -^ + C. 

° 3xyx 

*“ f(x) = ^=.r- , . 

F(x) = — x“‘4-G =— - -fC. 

X 

3° f(x) = — ^ ax * — a dx~*. 

O O 

F(x) = ax-^—bx- 1 * + dx- 1 + C. 

H4. Voici encore d’autres cas où l’on peut trouver im- 
médiatement la fonction primitive : 


1° 

/(*)=* Ô 

-r ** 

F(x) = Lx + C> 

2» 


F(x) = arc tang x + C , 

3" 

yi — ar 

F(x = arcsinx-j-C, 

ï 

4 e ' 

y/ i — x* 

F(x) = — arc cos x C , 
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5* f(x)=e\ 

6 ” f[x) = a 

7° f[x)=cosx , 

8° f[x) = sin x , 

cos'x 

40» f[ z ) = - 7 l r - 

' ' • oin * -ï* 


U° 


f{x): 


sinx 

cos r x’ 

„ . cosx 
12° f(x =-— -, 
sin* a: 


F(x) = e- + C, 

f (*) = £ + c > 

F(x) = sin x + C , • 
F(x) = — cosx-fC, 

F(x) = tangx + C, 
F(x) = — cotx-f-C, 
F(x) = séc x -)- G , 

F(x) = — coséc x + C. 


Souvent le théorème sur les fonctions de fonctions per- 
met de reconnaître la fonction primitive : 


I» f(x): 

1 

F(xj = 

x-t-a’ 

r f(x)- 

t 

F(x) = 

3* f[x) 

i 

i i a 

F(x) = 

a*-f:r s a 

V f(x): 

1 » X 1 2JC 

F(x) = 

a’4-#’ 3 a’+x* ’ 


(m — i)(x — a) 1 


x 

; ô 


On voit ici que, le numérateur ax étant la dérivée du dé- 


2X 


nominateur a* 4- x’, la fonction , , , est la dérivée de 

o*+x* . 

L(a’ + x’). 


5» f{x). 


a 1 •+■ x* 


F(x) = v'«’ + ?* + C < 
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8" /l*)=^, 
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0» /(*) = 
10» /■(t): 
H» f(x): 


xhx ’ 

î 

tf 


F(x) = ^- + C, 

sinax , „ 

Fl*) = -r-+C, 


F(*) = -(Lx)‘ + C, . 

a 

F{x) = LLz-{- C, 

F(x)== ( m _,)(L a: )-»->+ Cî 
F(x) = arc tang («*) -(- C. 


APPLICATION DE LA THÉORIE DES DÉRIVÉES AD DÉVELOPPEMENT 
DES FONCTIONS L(l -\- x) ET CLTC tanq X EN SÉRIES CONVER- 
GENTES, ORDONNÉES SUIVANT LES PUISSANCES CROISSANTES 
DE X , LORSQUE CETTE VARIABLE RESTE COMPRISE ENTRE 
— 1 ET -f I . 


Développement de L ( î + x) . 


H 5. La fonction de L (i + x) a pour dérivée 


i + x 


En 


effectuant la division de i par i -f- x , et ordonnant le quo- 
tient suivant les puissances croissantes de as, on trouve 


r n 

— i— = i — x + x ! — x’ . . . . rp x" _l ±: — - — . 

i-j-x i-fx 

Prenons les fonctions primitives des deux membres de 
cette égalité ; la fonction primitive du premier membre est 
L (i x) ; celle du second membre est 


x 

i 
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en désignant par <?(x) celle des fonctions primitives de 

_» 

qui s’annule pour x = o, ce qu’on peut toujours 


i + x 


supposer (n® 112). Ces deux fonctions primitives, ayant 
leurs dérivées égales, ne peuvent différer que par une 
constante; mais elles deviennent toutes deux égales à 
zéro pour x = o; donc elles restent constamment égales, 
et l’on a 


,, 1 , X X r X* 

L(i+x = h — ■ 

T 2 1 5 


• T— 


Je vais démontrer que, si la variable x est plus petite 
que 1 en valeur absolue, la fonction <p(x) tend vers zéro, 
quand n augmente indéfiniment. Supposons d’abord x po- 


OC 

sitive; la valeur de la fonction — — étant positive et infé- 


rieure à x % on aura 


»+* 

?'(*)> O, . 
ç'(x) — X*<0. 


Ces deux expressions admettent respectivement pour fonc- 
tions primitives 

x" + * 


<p(s) 


et 


<?(*)- 


n-f 1 ' 


La fonction <p(x) ayant sa dérivée positive, va en croissant 
avec x; comme elle s’évanouit pour x = o, elle prend des 
valeurs positives croissantes quand x croit de o à 1. La 


fonction <p(x) ■ 


x -*- 1 

n+i 


, ayant sa dérivée négative, va en 


décroissant quand x croit; comme elle s’évanouit aussi 
avec x , elle prend des valeurs négatives quand x varie 
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de o à i ; on a donc 


?(*)■ 


r«+l 


n+> 


<o, 


ou 


<?(*)< 


n-}-i 


Ainsi la fonction o[x) a une valeur positive inférieure à 


«-H 


Ü: . Lorsque n augmente indéfiniment, x étant inférieur 

n + i 




ou égal à l’unité, >t - — , et par suite <?(x) , tendent vers 

zéro , et le développement se prolonge en série conver- 
gente 


W M' + *) = 7-T + T’ 


116. Supposons maintenant que la variable ait une va- 
leur négative — x ; la fonction L(i — x) a pour dériv ée - •• , 
expression (pii se développe de la manière suivante 

-=lL = - + + 

En prenant les fonctions primitives des deux membres et 

» t t i 

désignant par ? (x) celle des fonctions primitives de — - 
qui s'évanouit avec x , nous aurons 


^ 

L(« x)c= — ~ x 


n 


!>ésignons par * une quantité très-petite, mais déter- 
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minée , et supposons que x soit moindre que 1 — * ; la va- 

• JJ* • • • j» 11 

leur de la fonction sera positive et inférieure à — 

1 - — X a 

(car le dénominateur 1 — x est plus grand que a), et l’on 
aura • v ■ 

<p'(ar)>o, , ; 

f'{x) — ~<o. 


En raisonnant comme précédemment, on voit que la fonction 
f(x ) , ayant sadérivée positive et s’évanouissant avec a; , aune 


x 


,«+l 


valeur positive, que la fonction <p(x) — , ayant sa 

dérivée négative et s’évanouissant avec x, a une valeur 
négative. Ainsi la fonction o(.r) a une valeur positive infé- 


x n+l 

rieure à — - — r- ; cette fonction tend donc vers zéro lors- 

fa +0* 

que n augmente indéfiniment , et l’on obtient la série con- 
vergente • 

x x • x 3 

(») L(i-a-) = - 7 - 3 — ....... . 


Comme la quantité o , dont nous avons fait usage dans la 
démonstration, peut être prise aussi petite que l’on veut, 
la série (2) reste convergente pour toutes les valeurs de x 
inférieures à l’unité. 

Remarquons que la série (2) se déduit de la série (1) 
en changeant x en — x; ainsi la série (1) est conver- 
gente et égale à la fonction L ( 1 + or) pour toutes les va- 
leurs de x comprises entre — 1 et +1. La série (1) reste 
convergente pour x — + 1 , mais elle ne l’est plus pour 
x = — 1 , et en effet, L(o) = <*>. 
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Développement de arc tang x. 


Ml. La fonction arc tang x a pour dérivée 


Par 


la division , cette dérivée se développe de la manière sui- 
vante 


I -jr x* 


= i — x' + T* — x * qp x*' 


1 -j-x* 


Prenons les fonctions primitives des deux membres. Le 
premier membre a pour fonction primitive arc tang x, le 
second 


i 3 5 * * • ’ ’ 


•±<p(x}. 


an — î 

) en désignant par <p(x) celle des fonctions primitives de la 
x*" 

fonction — — — , qui s’annule pour x = o. Ces deux fonc- 

1 -y* OC 

tions primitives, ayant leurs dérivées égales, ne peuvent 
différer que par une constante ; mais elles deviennent toutes 
deux égales à zéro pour x = o ; donc elles restent constam- 
ment égales, et l’on a 


X X* . X* X 1 ■ - 

arc tang x = — -f — qp riz <P x). 

Supposons la variable x positive et inférieure ou égale à 

* x" 

l’unité. La valeur de la fonction • ■ ■■■; étant positive et in- 

1 "y JC 

férieure à x‘", on a • 

t\x)>o, 

*’(*)— x*"<o. 

La fonction <?(x), ayant sa dérivée positive, crott avec x; 
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comme elle s’évanouit pour x = o , elle prend des valeurs 
positives croissantes quand x croît de o à i . La fonction 


?(*) 


-i»+i 




, ayant sa dérivée négative , décroît quand 


x croît ; comme elle s’évanouit aussi avec x, elle prend des 
valeurs négatives quand x croit de o à i. On a donc 


?!*)- 


•.!*+! 


a» -f - 1 


<o. 


ou 


?(*) < 


an-f- 1 


Ainsi la fonction <f(x) a une valeur positive inférieure à 


_i"+i 


an-f-i 


. Lorsque n augmente indéfiniment, x étant inférieure 


ou égale à l’unité , 




et par suite ? (a;) tendent vers 


an + i 

zéro , et le développement *se prolonge en série conver- 
gente 


(3) arc tanga- = *.— 


Cette série subsiste lorsque la valeur de x est négative , 
parce que la fonction arc tang x change de signe en même 
temps que le second membre quand on remplace x par — x. 
Ainsi la série (3) reste convergente et représente la fonc- 
tion arc long x pour toutes les valeurs de x comprises 
entre — i et -f i , et même pour ces valeurs limites. 
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CALCUL DES LOGARITHMES AU MOYEN DE LA SÉRIE QUI DONNE 
LE LOGARITHME DE H-f ! , QUAND ON CONNAIT CELUI DE H. 
— CALCUL DES LOGARITHMES NÉPÉRIENS. — VALEUR DO 
MODULE DES LOGARITHMES VULGAIRES. — CALCUL DES LO- 
GARITHMES VULGAIRES. 


\ 18. Nous nous proposons de trouver une série donnant 
la différence entre les logarithmes de deux nombres entiers 
consécutifs n et n + 1 . Puisque 

L(# + i)-lji=L2“sL^i + |j, 

si dans la série ( 1 ) on remplace x par la fraction ^ , on a 
la série 


L(n-f i) — Ln =- ■ 

* . n 2 .-n a 3.n s 


Mais cette série ne converge pas assez rapidement et 
il faudrait prendre un grand nombre de termes pour avoir 
les logarithmes avec une certaine approximation. 

On arrive à une série beaucoup plus rapidement con- 
vergente de la manière suivante : Si l’on retranche l’une 
de l’autre les deux séries obtenues précédemment 


Lfi-f •*) 



£ 

4 


a 

Lu— x) — 

i 



x* 

1 


les termes de degré pair se retranchent, ceux de degré 
impair s’ajoutent, et l’on a 


1 4- x /x . x" x* \ 

+ = L — =a (- + T + T ). 
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Posons maintenant 

• > i r-f-x n 4- 1 

d’où 


15 » 


i — x 


n 


an -}- 1 ’ 

et remplaçons x par sa valeur , nous obtiendrons la série 

( 4 ) 


L^ii = L(n + i)— Ln 


~ 3 [a»+i + 3(an+i) i+ 5.(an-}- 1 )* + ’ ' 

qui converge d’autant plus rapidement que le nombre n est 
plus grand. 


Calcul des logarithmes népériens. 

119 . C.’est au moyen de la série (4) que l’on calcule les 
logarithmes népériens. 

En faisant « = î dans cette série, on a 

La = 3 (s + 3i + 5i + ^ + )’ 

On commencera par réduire en décimales les fractions 

l , ~ en divisant successivement par 9 ; puis 

on les divisera par les nombres impairs i, 5 , 5 , 7, 

Les dix premiers termes donnent, avec dix décimales 
exactes , 

La = 0,69014 71806. 

Si dans la série ( 4 ) on fait n = s , on a 
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L3-La = a (i + 3^ + 5^+ )• 

On abrège le calcul en remarquant que diviser par 2 5 re- 
vient à diviser par 1 00 et à multiplier par 4 - Les sept pre- 
miers termes donnent, avec dix décimales exactes, 

L 3 = 1,09861 32887. 

On obtient L 4 en doublant simplement L2, d’où 
14 = 1,3862943611. 

On calculera ensuite L 5 par la série 

■ i*-u«*(j+,5 ? +îy+ )• 

« 

Les fractions -, A, -g s’obtiennent en divisant 

9 9 9 

par 3 les fractions déjà calculées ^ , ÿ, Les cinq 

IJ©'' 

premiers tennes donnent avec dix décimales exactes 
L 5 = 1,60945 79124. 

On obtiendra L6 en ajoutant L 3 et L2. On calculera L7 
par la série en faisant n = 6 , et ainsi de suite indéfini- 
ment. 

Calcul du module. 

120 . Une fois qu’on a trouvé Ls et L 5 , l’addition de ces 
deux logarithmes donne 

Lio = a,3o258 60930. 

On sait que le module M des logarithmes vulgaires est 
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® ( n ° 7 2 ) î divisant i par Lio, on aura la va- 

leur de ce module 

M = 0,43439 44820. . | . 

' 

- * ‘2 • 1 ' ’*A • 3 • 'P' r ' ' • ■ "• ,;>/* 

Calcul des logarithmes vulgaires. 

121. On obtient les logarithmes vulgaires en multipliant 
par le module les logarithmes népériens. La série (4) de- 
vient ainsi 

(5) log(n-fi) — logn 


= aM f — - 


Lan-|- i - 5 (an -(-!)* - 5( an 


Tô î + ]■ 


C’est cette dernière série que l’on emploiera pour cal- 
culer les logarithmes vulgaires. 

On multipliera d’abord par M les logarithmes népériens 
La, L3, L4 et L5 qui ont servi à trouver le module, et on 
continuera à l’aide de la série (5). Cette série conver- 
geant de plus en plus à mta^re que l’on s’élève dans 
1 échelle des nombres enl’jrs, les calculs deviendront 
bientôt extrêmement rapides. On aura, par exemple, le 
logarithme de*ioi avec huit décimales exactes au moyen 
de deux termes seulement 

rôgioi- a= aM + — \ 

\aoi 3 .aoi */ 

V 

Le premier terme suffira pour le logarithme de 1001 


log 1001 — 3 = aM 


1 


aooi 


et à plus forte raison au delà. A partir du moment où l’on 
pourra réduire la série à son premier terme 


il. 
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|Og(» + l) — logn: 


aM 


an -f- 1 


on fera le calcul en divisant la quantité constante 
2M = 0,868688964 par le nombre variable 211 -{- 1 . 


CALCUL DU RAPPORT DE LA CIRCONFÉRENCE AC DIAMÈTRE 

d'après la série arc tang x. 


122. Nous avons trouvé (n° 117) la série 


13) 


arc tang JT = y + y — . 


convergentes pour toutes les valeurs de x plus petites 
que 1 et môme pour x = 1. Cette série pbrmet de calculer, 
la longueur d'un arc dont on connaît tangente ; il en 
résulte plusieurs manières, de déterminer Je ^apport de là 
circonférence au diamètre. •* V"' . • 

i° L’arc qui a pour tangente l'imité est *la moitié du 

t: • 

quadrant ou 7. En faisant x = 1 dans la sérje, on a donc 

4 * V ’ * f ■ • 


( 6 ) 


•* » , 1 * . 

-= 1 — - + 


Mais cette série 11e converge pas assez rapidement et il 
faudrait un trop grand nombre de termes pour obtenir - 
avec quelque approximation. O11 a recours à d'autres 
procédés. 


* 1 


2 0 En appelant a l’arc qui a pour tangénte -, on a la 
série 


_ « 1 1 1 

a 3.2* 5.a 5 
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qui converge plus rapidement que la précédente , et qui 

donne une portion a du demi-quadrant - r Pour avoir la 
partie complémentaire , je pose 

, h i 

*r«— • -/■ 

et je prends les tangentes des deux membres 

TC 1 

tang - — tang a î 

, . « 4 2 1 

tang!) = 7 = 7 = 3* 

i -f- tang - tang « i -(- - 

Ainsi l’arc b a pour tangente =» et se développe de la 

O 

■ r 

manière suivante .. . , 

6 = ' 1 — + — . •' 

3 3.3 S ^5.5* 

En ajoutant les deux arcs a et b, on a 

(7) î = a + 6 = (i__L + _L i _. . . . 

) 

^ ’ VJl 

De cette manière l’arc - est donné par la somme de 

4 

deux séries. 

3° Je pars maintenant de l'arc qui a pour tangente et 
j’appelle a cet arc ,, 

n _ > «_ j • 

fl — 3 3.3” + 5.3‘ 


Digitized by Google 


164 LEÇONS D’ALGÈBRE. 

Je double cet arc; j’ai 

a tang a 3 

tang 20 = , =7. 

1 — tang’a 4 

L’arc 20 est encore plus petit que j'appelle b la diffé- 
rence • < 

. * 

6 = - — aa , 

' • 4 • . . 

d’où 

, 1 — tang aa 1 

tang b = — — = 

D 1 -f- tang aa 7 

L’arc b qui a pour tangente * est donné par la série 

6 ;-!?■+ ï?r 

On a donc 

(8) ^ = aB -h6 = aQ-g^ + 53î- ) 

+ (7 3^7* + ) 

4 ° On obtient des séries très-rapideinent convergentes 
en partant de l’arc a qui a pour tangente -* , 

_ « » , » 

5 3 . 5 S ^ 5 . 5 ‘ 

Je double cet arc ; j’ai 

a 

5 5 

tang a« = - = — ? 

• ‘“75 - • 
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Je double encore une fois ; j’ai 


1 65 


tang 4« = 


10 
1 a 


a5 i ig 

T44 


Cette dernière tangente étant un peu plus grande que 
l’unité, il s’ensuit que l’arc 4 a est un peu plus grand 

v « 

que 7 ; j’appelle b la différence 
4 

6 = 4«— j, 

4 . 

et je calcule la tangente de cet arc , 

120 .• 


tang b == 


__ __ 


120 , 


a3g' 


L’arc très-petit b, dont la tangente est -=- , sera donné 

239 

par la série 




*- + . 1 


a3g 3. a3g s ' 5.a3g s * * * ' ’ 

et l’on aura 

( 9^ =4a-b=4Q-3^+5“-^+.-. •) 

_ (a3g _ )' 

. Ces deux séries convergent très-rapidement, surtout la 
seconde. Aussi cette dernière formule est-elle de beau- 
coup préférable à celles que nous avons données précé- 
demment. 


I 
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123. Voici le calcul de « avec i5 décimales exactes* 
au moyen de la formule (9). 

Calcul de a. 


- = o,a 


I 

5 

1 

5* = 

1 

5* = 

1 

5 ? = 

1 

5" 9 = 

1 

5” = 

1 

5" = 

1 

5 “' 

1 

5" : 

1 

s 1 *' 

1 

5“ 


- = °,3 


: 0,008 
: 0,00033 
: 0,00001 28 

l 

: 0,00000 05l3 
: 0,00000 00204 8 
: 0,00000 00008 193 
: 0,00000 00000 32"68 

: 0,00000 00000 0l3l0 7s 

' % 

: 0,00000 00000 00052 45 

t • 

: 0,00000 OOOOO 00003 lO 


1 

536= 

t 

9^ 


i3.5 

1 


= 0,000064 

= 0,00000 oo563 88888 89 

> 

« » 

— — 0,00000 00000 63o 1 5 38 


17.5 

1 


— = 0,00000 00000 00077 10 


_= 0,00000 00000 00000 10 

31. a 11 


0,20006 40069 5ig8i 47 


= o, 00266 66666 66666 67 

—~= 0,00000 18285 714^867 
7-5 

— =0,000000001861818 18 


1 1 .5 
1 

7175 


— = 0,00000 00000 02 1 84 53 


ig.5 1 


: 0,00000 OOOOO 00002 76 


0,00266 8497 1 oa 1 00 7 1 
a = 0,19739 55598 49880 76 
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Calcul de b. 


-5- = 0,00418 41004 18410 04 

aog 

1 

= 0,00000 00732 49770 36 
1 


=0,00418 41004 18410 04 

2ÔQ 


5 23 g 5 


: 0,00000 OOOOO 00256 45 


23 g 


- = 0,00000 00000 0 1 282 36 


0,0041841004 1866649 


-=0,0000000244 i 65 gi 79 

0.209 

6 =0,00418 40760 02074 70 


Calcul de n. 

4 a = 0,78958 22393 99523 04 
b = 0,00418 40760 02074 70 

n 

- = 4 a — b — 0,7853g 8 1033 97448 34 
it = 3,i 41 5g 26535 89793 36 

Il faut prendre onze termes dans la première série, 

trois dans la seconde. Les puissances impaires de 1 se 

0 

déduisent les unes des autres en divisant par a5, c’est- 
à-dire en multipliant par 4 et divisant par îoo. Nous 
avons fait le calcul avec 1 7 décimales ; comme on a mul- 
tiplié deux fois par 4 » d’abord pour trouver a et en- 
suite w, on ne peut compter sur les deux dernières déci- 
males que l’on supprimera ; on aura donc r. avec quinze 
décimales exactes 

•» . 

n=3, 1 4i 5g 26535 89793. • ' 
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Questions à résoudre. 


Question I. Trouver les dérivées des fonctions sui- 
vantes : ■ r . 


1° y = arc sin x — — x'. Réponse : y' = 

2“ y = tangx — cotx, ** y' = -. ? . 

sm’xcos’x 

3” y — x{Lx—i), %f = Lx. 

4° ÿ = e*(x — i), ÿ = xe*. 

5” y = x sin x -1- cos x , y' — xcosx. 

6° y — — xcosx + sinx, y' — x sinx. 

7° y * T * 1 


x 4- 1 

\! » + *‘V 




y =■ 


8» ÿ = L(x + v/ï* ,, „ 

9“ y=L(WEI!V V=— . 

\ X J X V I — a-’ 

10 ° y = arc cos (- — — ) , u' = — 1 — . 

a ' sjax—x* 

» T / — 1 )’ \ » , aaH-i . i 

" y - « 1 (ïq3+r)- 1/1 8 ~ÿT’ ^ = Ï*=T’ 


Question II. Dans un demi-cercle inscrire un trapèze 
de surface maximum. 

Réponse. Le trapèze maximum est la moitié d’un hexa- 
gone régulier inscrit dans le cercle. 

Question III. Parmi tous les parallélipipèdes rectangles 
à base carrée de même surface totale, quel est celui qui 
a le plus grand volume? 
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Réponse. Le cube. 

Question IV. Sur les faces d’un cube on élève six py- 
ramides régulières de même hauteur. Parmi tous les corps 
de même surface ainsi formés, quel est celui qui a le plus 
grand volume? 

Question V. Parmi toutes les niches de même surface 
quelle est celle qui a le plus grand volume? 

Réponse. Le volume est maximum quand l’élévation de 
la niche égale le diamètre de la base. 

K 

Question VI. Sur la droite qui joint deux lumières, 
trouver le point le plus éclairé par ces deux lumières. 

Réponse. 11 faut partager la droite qui joint les deux 
lumières proportionnellement aux racines cubiques des 
intensités. 
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CHAPITRE VI. 

THÉORIE DES ÉQUATIONS. 



COMMENT VARIE UNE FONCTION ENTIÈRE f[ x) QUAND X VARIE 
D’UNE MANIÈRE CONTINUE ENTRE — « ET. + OC . 

124. Lemme II. Quand un polynôme entier en x ne con- 
tient pas de terme constant s on peut donner à x une valeur 
assez petite pour que le polynôme ait une valeur plus petite 
que toute quantité donnée. 

Soit 

ax -J- bx* -j- + kz n 

un polynôme entier en x ne renfermant pas de terme con- 
stant, et ordonné suivant les puissances croissantes de x. 
Je dis qu’on peut donner à x une valeur assez petite, ab- 
straction faite du signe , pour que la valeur absolue du 
polynôme soit plus petite qu’une quantité donnée a, quel- 
que petite qu’elle soit. En effet, si l’on désigne par M le 
plus grand coefficient en valeur absolue, et par y la valeur 
absolue du polynôme , on a évidemment 

ï<M(x + i’4-i 1 + ), 
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puisqu’on remplacé tous les coefficients par le plus grand 
d’entre eux et qu’on a pris tous les termes positivement; 
on peut aussi prolonger la série à l'infini, en supposant x 
inférieure à l’unité, afin de rendre la série convergente. 
Faisons la somme des termes, il vient 

: Mx 


La question sera satisfaite si l’on rend le second membre 
plus petit que a ; posons donc 


d’où 


Mx 


< a > 


x < 


M + « 


Ainsi, pour toutes les valeurs de x comprises entre 

2 OL 

— .tt-* et + — , le polynôme aura une valeur com- 

M + « ‘ M + « 

prise entre — a et -f a. 

Par exemple, la valeur du polynôme 

ax — 3x* + 7x’ -J- 9X* — l\x ! ' 

sera comprise entre — o,i et -f o, î , quand la variable' x 


sera comprise entre — ~ et -f- , ou plus simplement 

entre — o,oi et -|- 0 » 01 - 

f2o. Lemme II. Quand un polynôme entier est ordonné 
par rapport aux puissances croissantes de x, on peut donner 
à la variable une valeur assez petite pour que le premier 
terme soit plus grand que la somme de tous les autres, et, 
par conséquent donne son signe au polynôme. 
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Soit 

y = ax" -(- bx'' +i -(- cj" + * + ■ • • • 

le polynôme proposé ; je le mets sous la forme 
y = x"(a bx ex’ + ). 


Nous venons de démontrer que l’on peut donner à x une 
valeur assez petite numériquement pour que la valeur ab- 
solue du polynôme 

bx -f- ex 1 -j- 

soit inférieure à celle de a. Pour ces valeurs de x , le pre- 
mier terme du polynôme proposé sera plus grand que la 
somme de tous les autres et donnera son signe au po- 
lynôme. 

Par exemple , le premier terme du polynôme 
ix — 3x ! -|- 7X S -fgx' — 4x" 

sera plus grand que la somme de tous les autres pour les 

. S 2 

valeurs de x comprises entre — — et 4* — • 

120. Lemme 111. Quand un polynôme entier est ordonné 
par rapport aux puissances décroissantes de x, on peut 
donner à x une valeur assez grande pour que le premier terme 
soit plus grand que la somme de tous les autres et. par con- 
séquent, donne son signe au polynôme. 

Soit le polynôme 

y = ax"4-bx-'4-cx—4- 

Mettant x” en facteur , je l’écris sous la forme 
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Le polynôme entre parenthèse est ordonné par rapport aux 
puissances croissantes de la variable en vertu du lemme 

précédent, on peut prendre - assez petit, c’est-à-dire x 

flt X 

** \ . * • • , V' 

assez grand, en valeur absolue, pour que le premier terme 
soit plus grand que la somme de tous les autres et , par 
conséquent , donne son signe au polynôme. 

Par exemple , le premier terme du polynôme 

ax 1 — 8x* — ax 3 -J- Gx’ — 3x-f- 7 


surpassera la somme de tous les autres pour toutes les va- 

1 2 1 
leurs de - plus petites que ^ et par conséquent 

pour toutes les valeurs de x plus grandes que 5, en 
valeur absolue. 


127. Théorème I. Une fonction entière f(x) varie d'une 
manière continue quand x t'arie d’une manière continue. 

Si l’on donne à la variable x un accroissement h, la fonc- 
tion éprouve l’accroissement (n“ 80) 

/ , - • 

f(x + A) - f(x) = f'[x)h + /,’ + Oïl à 3 + . . . 

1 . 2 1 • 2-0 

^ • e * / # v 

Le second nombre étant un polynôme entier en h qui ne 
renferme pas de terme constant, on peut donner à h une 
valeur numérique assez petite pour que ce polynôme ait 
une valeur absolue plus petite que toute quantité donnée. 
Ainsi à un accroissement infiniment petit de la variable 
correspond un accroissement infiniment petit de la fonc- 
tion et, par conséquent, lorsque la variable x varie d’une 
manière continue , la fonction varie aussi d’une manière 

t 

continue. » . 


t • 
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128 . Remarque, Il est aisé de voir que si la variable .r 
augmente indéfiniment en valeur absolue , la fonction aug- 
mente aussi indéfiniment. En effet, mettons le polynôme 

f{x)— aa“ -f- bx m ~' -f- cj-" - * -j- 

sous la forme 

S 

A*) = *-(a+| + p+ ;•••)• 

Quand x est très-grand ou - très-petit, la valeur de la 

JC 

parenthèse diffère très-peu de la quantité fixe a ; le pre- 
mier facteur x m augmente indéfiniment; donc le produit 
devient plus grand que toute quantité donnée. 

Supposons , pour fixer les idées , le premier coefficient 
positif ; lorsque x tend vers -j- oc , le polynôme tend aussi 
vers + oo ; lorsque x tend yers — oc , le polynôme tend 
vers — oc s’il est de degré impair, et vers -f oo s’il est 
de degré pair. Ainsi , lorsque x croît de — oo à oc , la 
fonction varie de — œ à -J- oc si ni est impair ; si w est 
pair, elle part de + oo pour revenir à oc. Dans l’inter- 
valle elle peut éprouver des alternatives de croissance et 
de décroissance. 

Le signe de la dérivée f (x) indique si la fonction croît 
ou décroît; cette dérivée, étant un polynôme entier en x , 
conserve toujours le signe de son premier terme au delà 
d’une certaine limite, à partir de laquelle la fonction 
n’éprouvera plus aucune alternative d’augmentation et de 
diminution. En supposant comme précédemment le pre- 
mier coefficient positif, la dérivée restera constamment 
positive et la fonction ira fen augmentant indéfiniment, à 
partir d’une certaine valeur de x. 
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LORSQUE DEUX NOMBRES tt ET I) SUBSTITUÉS DANS UNE FONC- 
TION ENTIÈRE f(æ) DONNENT DES RÉSULTATS DE SIGNES 

CONTRAIRES. L’ÉQUATION f(x) ~ O A AU MOINS UNE RACINE 

RÉELLE COMPRISE ENTRE a ET 6. — TOUTE FONCTION /'(x), 

QUI RESTE CONTINUE POUR TOUTES LES VALEURS DE X COM- 
PRISES ENTRE a ET b , JOUIT DE CETTE PROPRIÉTÉ. 

•J ’ 

* '* 

129. Ceci résulte de la continuité de la fonction. Soit a 
plus petit que b , et supposons , par exemple , que le po- 
lynôme f (u?) ait une valeur négative pour x = a , une 
valeur positive pour x = b. Si l’on imagine que .r croisse 
d’une manière continue de a à b , la fonction variera d’une 
manière continue, allant d’une valeur négative à une 
valeur positive ; comme elle reste finie , elle devra néces- 
sairement. dans l’intervalle, passer par la valeur inter- 
médiaire zéro. Ainsi la fonction /"(u) s’annule pour une va- 
leur de x comprise entre a et b; cette valeur de x est 
racine de l’équation f[.r) = o. 

Il est possible que la fonction passe plusieurs fois par 
zéro dans l’intervalle de a à b; dans ce cas l’équation admet 
plusieurs racines réelles comprises entre a et b. 

Toute fonction finie et continue jouit évidemment de 
cette propriété. 

UNE ÉQUATION ALGEBRIQUE DE DEGRÉ IMPAIR A AU MOINS 
UNE RACINE RÉELLE 

\ • • • * 

. ' * ’ • , , . 

130. On appelle équation algébrique une équation ob- 
tenue en égalant à zéro une fonction entière f{x). On peut 
toujours supposer le premier coefficient positif; s’il était 
négatif , on chaugerait tous les signes. Si l’on donne à x 
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une valeur négative très-grande , le polynôme prend une 
valeur de même signe que celle de son premier terme, 
c’est-à-dire une valeur négative , puisque ce premier terme 
est de degré impair. Au contraire , si l’on donne à x une 
valeur positive très-grande , le polynôme prend une valeur 
positive. Ainsi quand x varie de — oo à -j- • a> , le polynôme 
f(x) change de signe et s’annule au moins une fois; donc 
l’équation f(x) = o a au moins une racine réelle. 

Cette racine réelle a un signe contraire à celui du der- 
nier terme de l’équation. Supposons d’abord que le dernier 
terme, c’est-à-dire le terme indépendant de x , soit négatif; 
pour x = o, le polynôme, se réduisant à son dernier terme , 
a une valeur négative ; pour une valeur très-grande po- 
sitive , il a une valeur positive ; donc le polynôme change 
de signe quand x varie de o à + oo et , par conséquent , . 
l’équation admet une racine positive. Supposons mainte- 
nant que le dernier terme soit, positif; pour x — — oo, 
le polynôme est négatif, pour x = o il est positif ; il change 
donc de signe quand x varie de — oo à o et , par consé- 
quent, l’équation admet une racine négative. 

On peut affirmer, par exemple, que l’équation 
. x* — 5a;’ + 4^ — 7 = o 

' a au moins une racine réelle positive , et que l’équation 
— 5x’ — Ux-{-y = o 
a au moins une racine réelle négativè. 

UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE DE DEGRÉ PAIR, DONT LE DER- 
NIER TERME EST NÉGATIF, A AU MOINS DEUX RACINES 
RÉELLES. 

131. Pour x = o, le polynôme, se réduisant à son der- 
nier terme, aune valeur négative. D’ailleurs une valeur 
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île x très-grande , soit positive , soit négative , rend le po- 
lynôme positif, puisque son premier terme, qui est de 
degré pair, reste toujours positif. Ainsi le polynôme change 
deux fois de signe , une fois de o à -f * , une seconde fois 
de o à — oo ; donc l’équation admet au moins deux racines 
réelles, l’une positive, l’autre négative. 

Par exemple, l’équation 

.r‘ — 5 x 5 — yx* -j- 3x — a = o 

admet an moins deux racines réelles, l’une positive, l’autre 
négative. 

Il n’est qu’un cas où l’on ne sait pas si l’équation admet 
une racine réelle ; c’est celui où l’équation , étant de degré 
pair, a son dernier terme positif ; car, dans ce cas, le poly- 
nôme ne change pas de signe et reste positif quand x varie 
de o à + oo ou de o à — oo. Ainsi on ne sait pas si l’équation 
x‘ — 5x* — yx x -f- 3x -j- a = o 

admet une racine réelle. 

TOUTE ÉQUATION ALGÉBRIQUE [{x) — 0,A COEFFICIENTS RÉELS t 
OU IMAGINAIRES DE LA FORME — 1, A UNE RACINE 

RÉELLE OU IMAGINAIRE DE LA MÊME FORME. — (On ne 

demandera pas à l’examen la démonstration de ce 
théorème.) 

Nous admettrons ce théorème sans démonstration , nous 
bornant à en bien préciser le sens. 

Si dans un polynôme entier f{x), on remplace x par la 
quantité imaginaire a -f- b y' — 1 , et que l’on développe cha- 
que puissance de x de la manière indiquée au n° 48» 
on trouvera une quantité de la forme A -f B v / — i ; multi- 

t,2- 
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pliant cette puissance par le coefficient, on obtiendra un ré- 
sultat delà. raêmeforme ; réunissant enfin les parties réelles et 
les parties imaginaires, on arrivera à un résultat final de la * 
forme P + Qy — *• Or on dit qu’une quantité imaginaire 
P-j-Qy' — i est nulle lorsque les deux quantités réelles P et Q 
sont milles séparément. Le théorème signifie que l’on peut 
déterminer « et 0 de telle sorte que l’on ait à la fois P = o 
et Q =o , et la valeur j=<i4 -b\J — î est dite racine de l’é~ 
quation. 

SI a EST RACINE D’UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE, LE PREMIER 
MEMBRE EST DIVISIBLE PAR X — a. 

\ 

132. Soit f(x) un polynôme entier du degré m ordonné 
par rapport aux puissances décroissantes de x, on peut 
diviser ce polynôme par x — a et pousser l’opération 
jusqu’à ce qu’on arrive à un reste indépendant dea\ Si l’on 
appelle f (x) le quotient qui est un polynôme entier du 
m — î* degré, et 1\ le reste constant, on aura 

f(x)'=(x— «)<p(jc) -f- R. 

Cette égalité est vraie , quelle que soit la valeur de x. 
Donnons à x la valeur particulière a, le premier terme du 
second membre s’évanouit, puisque le facteur x — a de- 
vient nul et que l’autre facteur <p (a) conserve une valeur 
finie; il vient donc 

f(a) = R. 

Ainsi, quand on divise un polynôme entier par un binôme 
de la forme x — a, le reste de la division est le résultat que 
l'on obtient en remplaçant x par a dans ce polynôme. 

Supposons maintenant que a soit racine de l’équa- 
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tion f{x) = o ; cela signifie que, si l’on remplace x par a 
dans le premier membre, on obtient un résultat f(a) égal 
à zéro. Donc le reste R est nul, et l’on a 

f{x) — (x~a)<f{x). 

Ainsi, lorsque a est racine d'une équation algébrique 
f(x) =o, le premier membre est divisible par x — a. 

Réciproquement, si le premier membre est divisible par 
un binôme de la forme x — a, la quantité a est racine de 
l'équation. En effet, dire que le polynôme f[x) est divisible 
par x — a, c’est dire que le reste constant R auquel on arrive 
en effectuant la division est nul ; donc la quantité f (a) 
est égale à zéro et a est racine. 

133. Nous allons maintenant indiquer une règle très- 
simple pour calculer le quotient. 

Soit 

f(x) — A„.r" + Ai-r" -1 + A.,x m ~ i ..... -f -f A. 

le polynôme proposé. 

Divisons ce polynôme par x — a, 

A <r r*"+A 1 af*- , +A r F m-, (-A,x*- J +A*_,x-f A» x—a ; 

fA 0 r+A,)z m_l + A s x ,B_, +A,x “ _3 + A„ A 0 a: , * _ 1 -fB 1 j;"- , +B l aP*“’..+Bi ,_ 1 

(B,a + AiJx”’ -1 + A 3 x m ~ s + A m 

(B,a + A s )x m- *, + A m 

(Bm— Am— ,)X + Am 

reste B„_ 1 fl-j-Am. 

Le premier terme du quotient est Ax~~' ; multiplions ce 
terme par le diviseur æ — a, et retranchons du dividende; 
le produit par x détruit le premier terme du dividende , 
le produit par — a donne la quantité A 0 ax m ~ 1 qui s’ajoute 
au second terme; ainsi le premier reste ou second divi— 
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dende a pour premier terme (A 0 o + A,)*" -1 , les ternies 
suivants étant les mêmes que dans le dividende proposé. 
Si l’on divise ce premier terme par x, on aura le second 
terme B,#" - * du quotient, en représentant pour abréger 
A 0 o + A, par B, ; multiplions ce second terme par x — a, le 
produit par x détruit le premier terme du second dividende, 
le produit par — a donne la quantité B^"' 3 qui s’ajoute 
au second terme; ainsi le troisième dividende a pout- pre- 
mier terme ( B ( a + \ t ) ■r"’~\ les termes suivants restant les 
mêmes que dans le dividende proposé. Si l’on divise ce 
premier tenue par x, on aura le troisième terme B, a;" -3 du 
quotient, en représentant B,<i -j- A , par B,, et ainsi de suite. 

Cette loi est générale : on obtient un coefficient quel- 
conque du quotient en multipliant le coefficient précédent par 
a et ajoutant celui du terme de même rang dans le polynôme 
proposé. 

On arrivera ainsi au dernier dividende (B m _,« -\- 
A m _i)#+ A m , qui donnera le dernier terme B^, du quo- 
tient, B w _, représentant la quantité B m t a-\- A m en mul- 
tipliant ce dernier terme par x — a et retranchant du der- 
nier dividende, on aura le reste de la division B m _, a A m . 
On voit par là que le reste de la division se forme au moyen 
du dernier terme du quotient suivant la même loi , en mul- 
tipliant le dernier terme du quotient par a et ajoutant le 
dernier terme du dividende. 

Les coefficients du quotient, formés d’après cette loi, ont 
pour valeurs 


B| — A 0 a -j- A, , 

B, = A „fl 3 -j- A,o -f- A t , 


B_, = + A, a— + A»-,, 
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1 

% 

k * 
i 


et le reste de la division 

, B»_,a -f- A m = A 0 a” -j- A^" -1 -(- A„. 

Exemples. 

i" Diviser par x — 3 le polynôme 

ax 5 — 8x‘ -j- 7 #’ — G** + 5 x -(- ia- 
L’application de la règle précédente donne le quotient 

. ■ f 

ax‘ — ax' -J- x* — 5 x — 4. 

Après avoir écrit le premier coefficient 2, on dira : 2 mul- 
tiplié par 5 6 et — 8 — 2; — 2 multiplié par 

5 — 6 et + 7 + 1 ; + 1 multiplié par 5 + 3 

et — 6 — 5 ; — 3 multiplié par 5 — 9et -(- 5 — 4 - 

Si l’on multiplie le dernier terme du quotient par 3 et que 
l’on ajoute le dernier terme 12 du dividende, on trouve le 
reste 0 ; donc 3 est racine de l’équation obtenue en égalant 
le polynôme proposé à zéro. 

2" Diviser par x -f- 2 le polynôme 

ax k -f- x’ — 1 ox’ — ax -(- 5 . 

En opérant de la même manière , on trouve le quotient 
2X 5 — 3 x* — l\x -f- 6. 

Ici a = — 2, on dira donc : 2 multiplié par — 2 — 4 

et-f- 1 — 3 ; - — 3 multiplié par — 2 -(- 6 et — 

— 4 ; — 4 multiplié par — 2 + 8 et — 2 +6. En 

multipliant le dernier terme du quotient par — 2 et ajou- 
tant-!- â, «n obtient le reste — 7 de la division. Donc — 2 
d’est pas racine. 
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3° Diviser par x — 2 le polynôme 


x* — i3x 5 -j- 7 x‘-f- i3x’ -|- 2 x — 8. 

Le polynôme n’est pas complet; il ne contient pas de 
termes en x\ x 6 et x*; on imaginera le polynôme complété 
au moyen de coefficients nuis et écrit sous la forme 

x* -f-ox 1 -f - ox‘ — I3X 5 -f- yx‘ -f- ox 1 -f- i3x' -f- ix — 8; 

puis on appliquera la règle ordinaire. Le quotient est 

x" -f- ax* -|- 4x 5 — 5x‘ — 3x J — 6x’ x -j- 4 

et le reste nul. Donc 3 est racine. 

UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE DU DEGRÉ m A TOUJOURS Itl RA- 
CINES RÉELLES OU IMAGINAIRES, ET ELLE NE PEUT EN 
AVOIR DAVANTAGE. — DÉCOMPOSITION DU PREMIER MEMBRE 
EN FACTEURS DU PREMIER DEGRÉ. 

13 t. Soit f (x) un polynôme entier du degré m. Nous 
avons admis que l’équation f(x) = o a toujours une racine a 
réelle ou imaginaire , et nous avons démontré que le poly- 
nôme f(x) est divisible par x — a. En appelant X, le quo- 
tient qui est un polynôme entier du degré m — 1 , on a 

f(x) = (x — a)X t . 

Mais l’équation X,=o admet de môme une racine 6, et 
le polynôme X, est divisible par x — b, ce qui donne 

X, — [x — b)X it 

le quotient X, étant un polynôme entier du degré tn — 2 . 
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L’équation X f =o admettant une racine c, le polynôme X. 
est divisible par x — c, et l’on a 

X, = (x-c)X„ 

le quotient X, étant un polynôme du degré m — 3. En con- 
tinuant de la même manière , on arrivera à un polynôme 
X m _i du premier degré; l’équation X m _, = o admet une 
racine k, et le polynôme s’écrira 

X m - l = A[x-k), 

le dernier quotient A étant indépendant de x. Si l’on mul- 
tiplie entre elles toutes ces égalités , les polynômes inter- 
médiaires disparaissent, et l’on a 

• - > • * 

f(x) = A(r — o)(x — 6)(# — c) (jr — k). 

Ainsi tout polynôme entier du degré m peut être décom- 
posé en un produit de m facteurs du premier degré. 

Le facteur constant A est égal au premier coefficient du 
polynôme , parce que si l’on fait la multiplication , le pre- 
mier terme du produit est Ax m . 

135. Un polynôme ne peut être décomposé qu’en un seul 
système de facteurs du premier degré. En effet, supposons 
qu’un autre mode de décomposition ait donné 

f(x) = k'(x — a')(x — b‘){x — c') (x — k'). 

Nous remarquons d’abord que les deux coefficients A et 
A' sont égaux, comme étant tous deux égaux an premier 
coefficient du polynôme. Les deux produits sont égaux pour 
toutes les valeurs de x; donnons à x la valeur particulière 
a; le premier produit, contenant lo facteur x — a, s’an- 
nule ; le second , qui est égal au premier, doit s’annuler 
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aussi pour cela il est nécessaire que l’un des facteurs 
s’annule, c’est-à-dire que la quantité a soit égale à l’une 

des quantités a', b' ; supposons « = «'; il en résulte 

que les deux produits contiennent tous deux le même fac- 
teur x — a. Si l’on divise ces deux produits égaux par 
x — a, on aura deux quotients 

[x — b)(x — c) ( x — k)—(x — b')[x — c') (X — li 

égaux pour toutes les valeurs de x. En donnant à x la va- 
leur particulière b, on démontrera de même que le facteur 
x — b du premier membre se trouve dans le second. On divi- 
sera par ce facteur commun et l’on continuera de la même 
manière jusqu’au dernier facteur. Ainsi les deux produits 
égaux sont composés identiquement des mêmes facteurs. 

136. 11 résulte de là qu’une équation algébrique du degré 
m a toujours m racines réelles ou imaginaires et n'en a que 
m. Soit l’équation f ( x ) =o, dont le premier membre est un 
polynôme entier du degré m. Nous venons de démontrer 
que ce polynôme peut être décomposé en un produit de m 
facteur du premier degré 

f(x) = A(x — a)(x — 6) (x — c) (x — k). 

Si l’on remplace x par l’une quelconque des m quantités 
a,b,c,..~.*,k, l’un des facteurs du second membre s’an- 
nule; les autres facteurs conservant des valeurs finies, le 
produit s'annule aussi. Donc l’équation admet les m ra- 
cines a, b,c, k. 

L’équation n’admet pas d’autres racines que celles dont 
nous venons de parler ; car toute valeur de x, autre que 
<i, b, c,.....k n’annulera aucun des facteurs, et, par consé- 
quent, n'annulera pas le produit f[x). 
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137. Remarque 1. — Dans cette démonstration, nous nous 
appuyons sur ce principe que, pour qu’un produit de plu- 
sieurs facteurs soit nul. il est nécessaire et il suffit que l’un 
des facteurs soit nul. Ce principe est évident quand les fac- 
teurs sont réels ; mais il a besoin de quelques explications 
quand les facteurs sont imaginaires. 

On appelle module d’une quantité imaginaire a-\-b\J — i 
le nombre positif yV+é’. 

On dit qu’une quantité imaginaire a+b^—i est nulle, 
quand on a séparément a =o et b— o. On voit que , lors- 
qu’une quantité imaginaire est nulle, son module est nul, et 
que réciproquement, si le module est nul. la quantité ima- 
ginaire est nulle; car la somme des deux nombres positifs 
a ’ et b' ne peut devenir nulle que si ces deux nombres sont 
nuis séparément. 

Considérons le produit de deux quantités imaginaires 

(a bi)(a' + 6'»)= ad -f ab'i -f- ba'i bb'i* 

= [ad — bb') -|- (ab 1 bd) i ; 

ce produit a pour module 

Vi ad— bb')* -f (ab’ -f 6a')’ = ya'a" -f b' b’’ -f a’h' 1 -f b-d' 
= vV + 6’ )(o'‘ + 

On voit par là que le module d’un jiroduil de plu sieur* 
facteurs est égal au produit des modules. Ce théorème s’é- 
tend évidemment à un nombre quelconque de facteurs. 

Cela posé, soit le produit de plusieurs quantités imagi- 
naires 

A + Bt = (a+ 6»)(o' + b'i)(a"+ b"i) 

Le module du produit étant égal au produit du module, 
on a 
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A 5 + B* = («‘ + 6*1 (a'* + 6'*) (a" 1 + - . . . 

Pour que le produit soit nul, il est nécessaire et il suflit que 
son module soit nul ; ce module étant égal au produit de 
plusieurs nombres positifs, il est nécessaire et il suflit que 
l’un d eux soit nul, c’est-à-dire que l’une des quantités ima- 
ginaires soit nulle. 

1 38. Remarque II. — Nous pouvons maintenant préciser 
davantage le sens du théorème démontré au n° 12 g. Nous 
avons dit que, lorsque deux nombres réels, que nous appel- 
lerons x 0 et x,, mis à la place de x dans lé polynôme f{x), 
donnent des résultats de signes contraires, ces deux nom- 
bres comprennent au moins une racine réelle de l’équation 
f(x)±=o (11 est bien entendu que l’équation est supposée 
avoir tous ses coefficients réels). Nous pouvons ajouter que 
si ces deux nombres comprennent plus d’une racine, ils en 
comprennent un nombre impair, et qu’en outre, lorsque les 
deux nombres x 0 et x, donnent des résultats de même signe, 
ils ne comprennent aucune racine , ou en comprennent un 
nombre pair. 

Désignons par a, b,....., e les diverses racines comprises 
entre x 0 et x,, et écrivons le polynôme /’(x) soüs la forme 

f{x)=(x—a){x — b) (x — e)f(x), 

(x) réprésentant le produit des facteurs qui correspon- 
dent aux autres racines. En remplaçant x successivement 
par x 0 et x,, on a 

f[x 0 ) = (x 0 — a)(x„ — 6) (x 0 — ej <p (x 0 ) , 

/•(x,) =(X,— <!)(*, — b) (X,— «)?(*,). 

Nous remarquerons d’abord que <p (x„) et (x,) sont des 
quantités de même signe; autrement, les deux nombres 
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x 0 et x, comprendraient encore une autre racine, ce qui 
est contraire à l’hypothèse. Supposons x 0 plus petit que x, : 

le nombre x t étant plus grand que les racines a, 6, e, 

chacun des facteurs x , — a,x, — è x, — e, est po- 

sitif, donc f{x t ) a le signe de (x,). Le nombre x„ étant 

plus petit que les racines a, b, e, chacun des facteurs 

x # -^a, x 0 — b, x „ — f est négatif. Si le nombre de ces 

facteurs est pair , f (x 0 ) aura le même signe que <p (x 0 ) , 
et, par conséquent, que f{x t ); si le nombre des facteurs est 
impair, f (x 0 ) aura un signe contraire à celui de <p (.r 0 ) , et par 
conséquent contraire à celui de f{x t ). Ainsi les deux résul- 
tats f(x 0 ) et /'(x,) ont le même signe ou des signes con- 
traires, selon que le nombre des racines réelles comprises 
entre x 0 et x, est pair ou impair. 

Des considérations géométriques très-simples font bien 
comprendre cette proposition. Imaginons que l’on repré- 
sente par une courbe la fonction /‘(x), comme nous l’avons 
expliqué au n° 82, en portant sur un axe horizontal OX, à 
partir d’un point fixe O les valeurs de x, et élevant des per- 
pendiculaires ou ordonnées égales aux valeurs correspon- 
dantes de la fonction, dans un sens ou dans l’autre, suivant 
le signe. Les racines réelles de l’équation f[x) = 0 corres- 

•- / . . 


p; 



pondent aux points où l’ordonnée devient nulle, c’est-à-dire 
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où la courbe coupe l’axe OX. Si la courbe coupe l’axe au 
point M, la longueur OM est une racine de l’équation. 

Supposons que deux valeurs OA et OC de la variable x 
donnent au polynôme des valeurs de signes contraires — AB 
et + CD ; pour aller du point B au point D, la courbe devra 
nécessairement couper l’axe OX en un certain point M, et 
l’équation admettra une racine OM comprise entre OA et OC. 
Mais la courbe peut couper l’axe en plusieurs points, 
comme le montre la ligne ponctuée ; dans ce cas elle le 
coupe en un nombre impair de points P, M, Q. 

Supposons maintenant que les deux v aleurs OA et OC de 
la variable x donnent à la fonction des valeurs -|- AB et 
-f CD de même signe. En général , la courbe ira du point 



B au point D sans rencontrer l’axe OX, et l’équation n’aura 
pas de racine dans l’intervalle; si elle coupe l’axe, elle le 
coupera en un nombre pair de points M, P, et l’équation 
aura un nombre pair de racines dans l’intervalle. 

RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS o’üNE ÉQUATION 
ALGÉBRIQUE ET LES RACINES. 

1 39. Supposons que l’on ait divisé tous les termes de l’é- 
quation par le premier coefficient , afin de la ramener à la 
forme 

x" -h A-.r—' -1- A r r— ! -f A» = o. 
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Cette équation a m racines a, b, c, k, et nous avons dé- 

montré que le premier membre f[x) peut être décomposé 

en un produit de m facteurs binômes 

• * * • « 

(x — »)(x — b)[x — 'c) (x — k ). 

Si Ton effectue ce produit, il est clair que l’on reproduira 
identiquement le polynôme proposé. Or si l’on appelle S, 
la somme des racines, S, la somme des produits des racines 

deux à deux. S, la somme des produits trois à trois, 

le produit des m facteurs binômes, d'après la formule éta- 
blie au n' 4o, se développera de la manière suivante : 

x" — S,x~-‘ + S,x*-‘ — S,x- : ' ± S„. 

En égalant les coefficients des deux polynômes, on a donc 



Ainsi, quand le premier coefficient de l'équation est l'unité , 
i° la somme des racines égale le second coefficient changé de 
signe; a° la somme des produits des racines deux « deux 
égale le troisième coefficient; 5° la somme des produits des 
racines trois à trois égale le quatrième coefficient changé de 
signe , et ainsi de suite. Enfin le produit des racines égale le 
dernier terme pris avec son signe ou un signe contraire , .sui- 
vant que m est pair ou impair. 

Exemples. 

i° Nous avons déjà reconnu ces relations dans l’équation 
du second degré (i r * partie, n° i46). Si l’on appelle a, b, c 

les trois racines d’une équation du troisième degré 

* - * ' . ' . 

x’ -f- A ,.r* -f- A 4 x -j- A, = o , ’ 
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= — A,, a6-frtC + fcc = A,, abc = — A r 

2 0 Résoudre une équation du troisième degré, sachant 
que l'une des racines est égale à la somme des deux autres. 
Supposons que la racine a soit égale à la somme b-\-c des 
deux autres; de la première relation a fc c== A, on 

tire aa = — A, , d’où a = L La seconde relation 

1 2 

A * 

s’écrivant a (b + c) -}- bc — A, donne 6c = A, — a’ = A, — 

donc les deux autres racines sont fournies par l'équation du 
second degré 




La troisième relation donne bc = — — = 

a A, 

Pour que les racines de l’équation du troisième jouissent 
de la propriété énoncée, il faut donc que les coefficients de 
l’équation satisfassent à la relation 


a A, _ A A* 

A, ’ 4 ‘ 


lorsqu’une équation algébrique, dont les coefficients 
SONT réels, a une racine imaginaire de la forme 
a -\- b ^^~: i, elle a aussi pour racine l’expression 

CONJUGUÉE Cf — by — 1. 

1 40. Nous avons dit que , lorsque dans le polynôme f(x) 
on remplace x par a -f 6t, le polynôme acquiert une valeur 
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de la forme P-f Qt. Remplaçons maintenant .r par la quan- 
tité imaginaire conjuguée a — bi ; si tous les coefficients sont 
réels , il est clair que la valeur du polynôme ne différera 
de la précédente qu’en ce que i aura été changée en — f ; 
on aura donc la quantité conjuguée P — Qi. 

Si a +bi est racine de l’équation f[. r)=d, le premier 
résultat est nul,. et l’on a séparément P = o, Q = o; donc 
le second résultat est également nul , et la quantité a — bi 
est aussi racine de l'équation. Ainsi , dans une équation 
algébrique donlles coefficients sont réels, les racines imagi- 
naires sont conjuguées deux à deux , et par conséquent leur 
nombre est toujours pair. 

Cette proposition n’est vraie que si tous les coefficients 
sont réels; car s’il y a des coefficients imaginaires, quand 
on remplace a-j-fti par a — bi, on change le signe de « 
dans la valeur y, mais non dans les coefficients qui restent 
constants ; on ne peut plus dire alors que le second résultat 
sera conjugué du premier. 

141. Remarque. Nous avons démontré qu’un polynôme 
du degré m se décompose en ni facteurs du premier degré; 
mais, parmi ces facteurs, les uns sont réels, les autres 
imaginaires. Supposons les coefficients réels et considérons 
les deux facteurs 

{x-^-a — 6ij(x — a-\- bi), 

qui correspondent à deux racines imaginaires conjuguées; 

le produit de ces deux facteurs 

; 

(*_<,)• 4- 6* 

est un polynôme réel du second degré. 

Ainsi un polynôme « coefficients réels se décompose en fac- 
teurs réels dit premier on du second degré. 
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1 1)2 

DANS UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE COMPLÈTE OU INCOMPLÈTE, 
LE NOMBRE DES RACINES POSITIVES NE PEUT SURPASSER LE 
NOMBRE DES VARIATIONS. — CONSÉQUENCE RELATIVE AUX 
RACINES NÉGATIVES. 

1 12. Lorsqu’un polynôme à coefficients réels est ordonné 
par rapport aux puissances décroissantes de or, deux termes 
consécutifs affectés de signes contraires présentent ce qu’on 
nomme une variation. Par exemple, l’équation 

jr 5 — 5x* — ax’ -f- x’ 4- ?x — 8 = o 

a trois variations : une du premier au second terme , une 
du troisième au quatrième , une du cinquième au sixième. 
Nous démontrerons d’abord le lemme suivant : 

Lemme. Lorsqu'on multiplie un polynôme par x — a, 
a étant un nombre positif, on introduit au moins une va- 
riation nouvelle dans le polynôme. 

Un polynôme quelconque, ordonné par rapport aux 
puissances décroissantes de x, peut être écrit sous la 
forme 

A*x" 4- A^.x"*' — A,x" — A P+1 x p+1 + A^x”. . . . . 

±A, + i.r' +1 qr A^r' . hfA 0 . 

Le polynôme commence par un groupe de termes posi- 
tifs, puis vient un groupe de termes négatifs, puis un 
groupe de termes positifs, et ainsi de suite jusqu’au der- 
nier groupe qui commence au terme +:A,x‘, à partir duquel 
il n’y a plus de changement de signes. Chaque groupe 
contient un nombre quelconque de termes et même un seul 
terme. Les variations se présentent quand on passe du 
dernier terme d’un groupe au premier du groupe suivant. 
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En multipliant ce polynôme para: — a, nous aurons 


A„,x~+' — A„ 

x n+l +A, 



An +1 a 

+A p+l a 


=PA , +l a 




±A „a. 

La multiplication par x conserve à chaque terme son 
signe et donne la première ligne; la multiplication par — a 
change tous les signes et donne la seconde ligne. Le pre- 
mier terme A m x m + 1 du produit a le signe + ; le terme du 
degré n + i , provenant de l’addition de deux termes néga- 
tifs, a le signe — ; quels que soient les signes des termes 
intermédiaires, il est certain qu’entre ces deux termes de 
signes contraires, il y a au moins une variation; on re- 
trouve ainsi au produit la première variation du multipli- 
cande , celle qui a lieu de x* à x". De même le terme du 
degré p + i , provenant de l’addition de deux termes posi- 
tifs, a le signe entre les deux termes en x*+' et en 
x p+l , qui sont de signes contraires, il y a au moins une 
variation, et l’on retrouve ainsi au produit la seconde 
variation du multiplicande, celle qui a lieu de x" à .r p . 
Pour simplifier le raisonnement, nous pouvons réduire le 
multiplicande aux premiers termes des différents groupes , 

. et ne considérer dans le produit que les termes correspon- 
dants, c’est-à-dire ceux dont le degré est supérieur d’une 
unité; ces termes du produit étant affectés des mêmes 
signes que les termes correspondants du multiplicande, il 
est clair que l’on retrouve au produit toutes les variations 
du multiplicande. Ainsi quand on sera arrivé au terme en 
x* +l , on aura retrouvé au produit toutes les variations du 
multiplicande. A partir du terme en x’, le multiplicande ne 
présente plus aucune variation; mais le terme constant 
• =fA 0 du multiplicande, multiplié par — a, donne le der- 
nier terme ±A 0 a du produit; ce dernier terme ayant un 

• ' 13 . 
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signe contraire «à celui du ternie en x‘ +> , le dernier groupe 
du produit contiendra encore au moins une variation. On en 
conclut que le produit contient au moins une variation de 
plus que le multiplicande. 

Il peut arriver que la multiplication par x — a introduise 
plus d’une variation nouvelle ; dans ce cas elle en introduit 

ou 5, ou 5, en général un nombre impair. En efiet, 

dans chacun des groupes du produit, nous avons retrouvé 
la variation correspondante du multiplicande; mais dans ce 
groupe il peut y avoir plus d’une variation ; car les termes 
intermédiaires, provenant de l’addition de deux termes de 
signes contraires, ont des signes quelconques; mais lors- 
qu’il y en a plus d’une, il y a un nombre impair, c’est-à- 
dire une , plus un nombre pair, parce que entre deux termes 
de signes contraires il v_ a nécessairement un nombre 
impair de changements de signes ; ainsi chaque groupe du 
produit pourra introduire un nombre pair de variations 
nouvelles. Le dernier groupe en introduit un nombre im- 
pair; en tout un nombre impair de variations nouvelles. 

143. Théorème. Dans une équation algébrique à 
coefficients réels, le nombre des racines positives ne peut 
surpasser le nombre des variations. 

Soit f(x) = o une équation à coeflicients réels ayant 
un certain nombre de racines positives a, b, c, .... g. Sup- 
posons le polynôme f(x) décomposé en facteurs et dési- 
gnons par o (ar) le produit des facteurs binômes qui corres- 
pondent aux racines négatives et aux racines imaginaires 
conjuguées, nous aurons 

f[r) = (J — — b) — o(x). 

• • , j 

- . D’après la remarque du n" 1 4> • 1® polynôme a (jr) a 
aussi ses coeflicients réels. Or, si nous multiplions ce 
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polynôme successivement par chacun des facteurs binômes 

x — a, x — b, x — (j, qui correspondent aux racines 

positives, chaque multiplication introduisant au moins 
une variation nouvelle, le produit final f(.r) contiendra au 
moins autant de variations qu’il y a de racines positives. 

\ il. Remarque. Si le nombre des racines positives n’est 
pas égal au nombre des variations, il en diffère d’un nombre 
pair,. Nous remarquons d’abord que le polynôme^ (,r) a 
son dernier terme positif, sans quoi il aurait une racine 
positive, ce qui est contraire à l’hypothèse; ce polynôme 
contient donc un nombre pair de variations, s’il en contient. 
D’autre part, nous avons vu que la multiplication par cha- 
cun des facteurs a? —a introduit un nombre impair de varia- 
tions, c’est-à-dire une, plus un nombre pair; on aura ainsi 
finalement dans le..polynôme f(x) autant de variations qu’il 
y a de racines positives, plus une somme de nombres pairs, 
c’est-à- dire plus un nombre pair de variations. 

Par exemple, l’équation 

x 3 t— 3x l — ax 3 -j- x 1 -f- ?x — 8 = o 

présente trois variations. Elle ne peut admettre plus de 
trois racines positives ; elle en aura trois ou une. 
f.’ équation 

x 1 — ax 3 -j- Sx — 4 -T H- 6 *— o 

présente quatre variations ; elle ne peut admettre plus de 
quatre racines positives; elle en aura quatre , ou deux , ou 
pas du tout. * 

L’équation 

x“ -(- 4x s — 5 = o 

présente une seule variation. Elle ne peut avoir plus d’une 
racine positivé , et elle en a certainement une. 
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1 4.ï. Corollaire. Si dans l’équation f(.r) — o, on change 
xen — x, on obtient une nouvelle équation qui a évi- 
demment pour racines celles de la proposée changées de 
signes ; ainsi les racines négatives de la première devien- 
nent positives dans la seconde. Si donc on applique le 
théorème précédent à l’équation transformée, on aura une 
limite supérieure du nombre des racines négatives de 
l’équation proposée. 

Soit, par exemple, l’équation 

x 5 — Sx* — ax ;t -(- x 1 -(- yx — 8 = o ; , 
en remplaçant x par — x, on obtient la transformée 

* I ' k * 

— x 5 — 3x‘ -f- ax 3 + x* — 7X — 8=o, 

qui présente deux variations. Cette dernière équation 
admet au plus deux racines positives, et par conséquent 
la proposée a au plus deux racines négatives. Si elle n’en a 
pas deux, elle n’en a pas du tout. 

De même l’équation 

x 7 — 5x s -)- 8x* — 4x -f6 = o 

ayant pour transformée T équation 

— x 7 -f- 5x* 8x* -}- 4x -f- 6 = o , 

qui présente une seule variation, a une racine négative et 
une seule. Nous avons vu déjà que cette équation a au plus 
quatre racines positives; elle admet donc au plus cinq ra- 
cines réelles ; comme elle a sept racines, puisqu’elle est du 
septième degré, il s’ensuit qu’elle a au moins deux racines 
imaginaires. 

L’équation 

x 4 -j- 4x 3 — 5= o 
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ayant pour transformée 

x 8 — 4r 5 — 5=o, 

a une racine négative, et une seule. Nous avons vu déjà 
qu’elle a une racine positive ; donc elle a en tout deux ra- 
cines réelles, et, par conséquent, quatre racines imagi- 
naires. 

•i » ■, # % ^ 

RECHERCHE DU PRODUIT DES FACTEURS DU PREMIER DEGRÉ 
. COMMUNS A DEUX FONCTIONS ENTIÈRES DE X. 

146. Supposons que deux fonctions entières de x aient 
été décomposées en facteurs du premier degré, le produit 
des facteurs du premier degré communs à ces deux poly- 
nômes s’appelle leur plus grand commun diviseur algé- 
brique. 

Je désigne par X et X, ces deux polynômes, ordonnés par s 
rapport aux puissances décroissantes de x , en supposant 
que X soit d’un degré supérieur à X,. Je divise X par X, ; 
j’appelle Q le quotient et X, le reste, ce qui donne 

X = X,Q + X,. 

Je dis que le plus grand commun diviseur entre X et X, est 
le même qu’en X, et X,. En effet, soit x — a un facteur du 
premier degré commun à X et à X, ; si dans l’égalité pré- 
cédente on fait x=a, X s’annule, de même X, et par suite . 
le produit X, Q, puisque le polynôme Q conserve une va- 
leur finie ; donc X,, différence de deux quantités nulles, 
s’annule aussi ; donc ce polynôme X, est divisible para: — a. 
Ainsi tout facteur du premier degré commun à X et X, est 
commun à X, et à X,. On démontrerait de même que, réci- 
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proqiîement, tout facteur du premier degré commun à X, 
et à X, est commun à X et X,. Les facteurs du prëmier de- 
gré Communs étant les mêmes de part et d’autre, les*produits, 
ou les plus grands communs diviseurs , sont les mûmes. 

Ainsi la question est ramenée à la recherche du plus 
grand commun diviseur entre X, et X,. Ou prpcédera de la 
même manière : en divisant X, par X, , et appelant X, le 
reste , on aura . 

X, == X,Q, + X„. 

Le plus grand commun diviseur entre X,- et X, est le 
même qu’entre X, et X 3 . 

Divisons X, par X, et supposons que l’on trouve un reste 
nul ; il est clair que X 3 , divisant exactement X, , est le pro- 
duit des facteurs du premier degré communs à X, et àX 3 ; 
c'est donc le plus grand commun diviseur cherché. 

Ainsi, pour trouver le plus grand commun diviseur de deux 
„ polynômes , après avoir ordonné ces deux polynômes par rap- 
port aux puissances décroissantes de x, on divise celui qui est 
du degré le plus élevé par l'autre, celui-ci par le reste de la 
division, et ainsi de suite jusqu à ce qu'on arrive à un reste 
nul. Le dernier diviseur est le plus grand commun diviseur 
cherché. 

Dans ces opérations, les restes et par suite les diviseurs 
successifs vont en diminuant de degré ; on arrivera donc à 
un reste nul ou à un reste indépendant de x. Dans le pre- 
mier cas, les deux polynômes admettent un plus grand 
commun diviseur algébrique d'uu certain degré. Dans le 
second cas, ils n’en admettent pas, et sont dits premiers 
entre eux. 

1 47. Remarque. Dans la pratique, afin d’éviter les coeffi- 
cients fractionnaires, on peut multiplier tous les termes de 
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l’un quelconque des polynômes par une quantité quelcon- 
que indépendante de x. TJe même, si l’on aperçoit un fac- 
teur commun aux coefficients de tous les termes d’un 
certain reste, on peut le supprimer. Je suppose , par 
exemple, que pour effectuer la première division on ait 
multiplié Je-dividende par un nombre A, et qil’ensuite on 
ait divisé tous les termes da reste par le nombre B, on aura 

AX=X,Q + 1$X S . 

On reprendra sur Cette égalité les raisonnements précé- 
dents : si la quantité a, mise à la place der, annule X et 
X, , elle annulera aussi BX, ; et comme le facteur B est 
constant et différent de zéro, elle annulera nécessairement 
X Jt etc. Ainsi rien n’est changé. dans la recherche du plus 
grand- commun diviseur. 

HECIIEKCIIE DES RACINES COMMUNES- A DEUX ÉQUATIONS DONT 
LES PREMIERS MEMBRES SONT DES FONCTIONS ENTIÈRES DE % 

l’inconnue. 

148. Si les deux équations •. .. 

■ ’ 

X = o, X, = o 

ont n racines communes, les deux polynômes X et X, ad- 
mettent n facteurs du premier degré communs, et, par con- 
; séquent, ils ont un plus grand commun diviseur du degré 
n. Uour trouver les racines communes à deux équations, on 
cherchera donc le plus grand commun diviseur des deux 
premiers membres dè ces équations ; soit I) ce plus grand 
commun diviseur, l’équation 

O = o 

donnera les racines, commîmes aux deux équations. 
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Si les deux polynômes n'ont pas de plus grand commun 
diviseur algébrique, les deux équations n’ont pas de racine 
commune. Si le plus grand commun diviseur est du premier 
degré, il y a une racine commune ; s’il est du second degré, 
il y a deux racines communes, etc. 

Exemple*. 

i° Trouver les racines communes aux deux équations „• 

x‘ — 3x s + 5 J** — 3 j -j- a — ° , 
ax* — 5 x’ -f- x -f- a = o. 

Voici le détail des opérations : 


x‘ — 5x’-t- 3x* — 3x+ a 

X — 1 

ax’ — 5x’-j-x-f-a 

ax-f-i 
x’— 3x-|-a 

ax 1 — 6x’+ 6x* — fir-f- 4 

— aa^-f-for* — fa 


— ax*-f-5x s — x’ — ax 

x' — 3jr-|- 2 


— x*+ 5x’— 8x-|- 4 
- — ax’-f-iox’— i6x-[- 8 
-(-ax* — 5x ! -j- x-j- a 

o 


5x* — i5x-|-io 
X * — 3x-f- a 



On a multiplié deux fois le premier dividende par a afin 
d’éviter les fractions, et on a simplifié le reste en le di\ isant 


par 5. Le plus grand commun diviseur des deux polynômes 
est x’ — 5r + H y a donc deux racines communes qui 
seront données par l’équation * 

x' — 3x a = o ; 

ces deux racines communes sont i et a. 

2 ° Résoudre l’équation 

x* — t\x l l\x % — 4x-f-3 = o, , 
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sachant que l’une des racines surpasse une autre racine de 2 : 
Posons x = x'-f- 2, et remplaçons x par cette valeur dans 
l’équation proposée, nous formerons la nouvelle équation 

* t 

(x' -f a)* — 4(tf’ + 2 )’-h 4 (*' -f a)*— 4(«'+ a) 3 = o, 
ou, en développant et supprimant l’accent , 
x* + 4-* 1 H~ 4#* — — 5 = o. 

De la relation x = x' -j- 2 , on déduit x' — x — 2 ; les va- 
leurs de x', ou les racines de la nouvelle équation, sont 
inférieures de deux unités aux valeurs de x, c’est-à-dire 
aux racines de l’équation proposée ; celle-ci ayant deux ra- 
cines telles que a et a + 2 , la première admettra les racines 
a — 2 et a ; il en résulte que les deux équations ont une ra- 
cine commune «, et, par suite, les deux polynômes un plus 
grand commun diviseur du premier degré. En cherchant ce 
plus grand commun diviseur on trouve x—i. Ainsi l’équa- 
tion proposée admet la racine 1 et, par conséquent, la ra- 
cine 1 + 2 ou 5 ; connaissant deux racines, la division par 
x^- 1 et par a: — 3 ramènera l’équation à une équation du 
second degré x* -f 1 = 0 , qui donnera les deux autres ra- 
cines. 

COMMENT ON RECONNAIT QU’UNE ÉQUATION A DES RACINES 
ÉGALES, ET COMMENT ALORS ON RAMÈNE SA RÉVOLUTION, A 
CELLE D’AUTRES ÉQUATIONS DE DEGRÉ MOINDRE, DONT LES 
RACINES SONT INÉGALES. 

149. Nous avons expliqué (n° 1 54) comment on décom- 
pose un polynôme entier y (x) du degré m en un produit de 
tn facteurs du premier degré 
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Cette décomposition ne suppose pas que les quantités a, 6, 

c k soient différentes Jes unes des autres. Si parmi ces 

quantités plusieurs sont égales entre elles, on dit que 
l’équation a des racines égales. 

Supposons b— a; le polynôme contient le facteur (x — a)*, 
et la racine a est dite racine double. De môme, si a = 6= c, 
le polynôme contient le facteur (x — a) 3 et la racine a est 
racine triple. En général , lorsque le polynôme contient le 
facteur (x — a)", on dit que l’équation a n racines égales à 
a, ou que la racine a est du degré n de multiplicité. De cette 
manière les théorèmes généraux sur les équations subsis- 
tent : ainsi, en tenant compte du degré de multiplicité des 
racines, une équation du degré tn a toujours m racines, etc. 

ISO. Théorème. Une racine d'ordre n annule le poly- 
nôme et ses n — i premières dérivées, et réciproquement. 

Soit .f\x) =^o l’équation proposée. Nous pouvons écrire 
f (x) = ( (a -J- x — a) , et, regardant x — a comme un ac- 
croissement, développer suivant la loi connue; nous au- 
rons 

. ✓ - ' * 

( , ) f(x) = f[a) + M (x - a) + ^ (*-«)* + 

1 M. 


Le premier terme f («) étant nul, puisque a est racine, 
on peut diviser par x — a, ce qui donne 


j& = m + m {x - e) +m te . 


. 1.2 


! . 2.5 


-«)* + 


Si a est racine double, le quotient, devant contenir encore 
une fois le facteur x — a, s’annulera pour x = «; mais 
pour x = a, il se réduit à f (a) ; on a donc f (<i) = o, et la . 
raciue double vérifie l’équation f'(x) = o. En divisant par 
x — u, on obtient le nouveau quotient 
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M r( %-a) + 


[x — a)' 1.3 1,2.3 


Si a est racine triple, ce dernier quotient, devant con- 
tenir encore le facteur x' — a , s’annulera pour x—a, et 
l’on aura f"(a) == o. Ainsi une racine triple annule le poly- 
nôme f(x) et ses deux premières dérivées. En effectuant la 
division , on a 

; f(x ) ; _rw . h*) B) , • 

•( X — a) S 1.2.3 1.2. 3. 4 

Si a est racine quadruple , ce dernier quotient , devant 
contenir encore le facteur x — «, s’annulera pour.r= «, et 
l’on aura f"'(a) = o.' Ainsi une racine quadruple annule le 
polynôme et ses trois premières dérivées. En continuant ainsi 
de proche en proche, on voit qu’une racine du degré n 
de multiplicité annule le polynôme f[x) et Ses n — t pre- 
mières dérivées. 

La réciproque est vraie : si a annule le polynôme f{x) 
et ses n — î premières dérivées, elle est racine du degré n 
de multiplicité de l’équation f(x)—o. Car le développe- 
ment (j) se réduit alors à 


f{x)= - f' - " ' -{x—aj 


r +, !«) 

■ (»4- ri 




i.a... .n 

ou, en mettant (x— a ) " en facteur, à 

f( X )=(x- o) |7x^ + i: 3 ..:.:(n+ri (x “ rt)+ |- 

Le polynôme f(x) contenant le facteur (x — a)”, a est ra- 
cine d’ordre n. 

11 résulte de ces deux propositions qu’une racine d’ordre « 
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annule le polynôme et ses n — 1 premières dérivées , mais 
n’annule pas la dérivée suivante. 

151. Corollaire I. Les racines simples de l'équation 
f[x) — o ne vérifient pas l’équation f'{x) = o. 

Les racines doubles de l'équation f (x) — o sont racines 
simples de l’équation f(x) = o ; car elles annulent le poly- 
nôme f ' (.r) , et n’annulent pas sa dérivée f\x). 

Les racines triples de l’équation f (.r) = o sont racines 
doubles de l’équation /"(x) = o; car elles annulent le po- 
lynôme f'(x) et sa première dérivée f"(x), et n’annu- 
lent pas la dérivée suivante. 

En général, une racine d’ordre « de l’équation f(x) = o 
est racine d’ordre n — ' 1 de l’équation f'{x) = o. 

152. Corollaire II. Il résulte de là que le plus grand 
commun diviseur entre un polynôme et sa dérivée est le pro- 
duit des facteurs multiples qui composent le polyn&me pro- 
posé. l'exposant de chacun d eux étant diminué d’une unité. 
En effet, les racines simples de l’équation f{x) — o ne véri- 
fiant pas l’équation f[x) — o, les facteurs simples du poly- 
nôme f(x) n’entrent pas dans la dérivée f(x) ; les racines 
doubles de l’équation f{x) — o étant racines simples de 
l’équation f'(x) — o, les facteurs carrés entrent au premier 
degré, dans la dérivée. En général , soit (,r — a)" un facteur 
multiple du polynôme proposé f(x) , la racine a d’ordre n 
étant racine d’ordre n — i de l’équation f'(x)=o, le poly- 
nôme ['( x) contiendra le facteur (x — a)" -1 . 

Ainsi , pour voir si une équation f (.r) = o a des racines 
égales, on cherchera le plus grand commun diviseur algé- 
brique entre le polynôme f(x) et sa dérivée f'{x). Si ces 
deux polynômes n’ont pas de plus grand commun .diviseur, 
on en conclut que l’équation proposée n’a pas de racines 
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égales. Si ces deux polynômes oiit un plus grand commun 
diviseur du premier degré, l’équation proposée a deux • . 
racines égales. Si le plus grand commun diviseur est du 
second degré, l’équation admet deux racines doubles ou une 
racine triple, etc. 

Comme application , nous allons chercher la condition à 
laquelle doivent satisfaire les coefficients de l’équation du 
troisième degré * . 

x s +px + ÿ = 0 , 

» . 

pour que cette équation ait deux racines égales. Le poly- 
nôme x’ -f px -f q et sa dérivée ôx' + p doivent admettre 
un commun diviseur du premier degré; si l’on effectue • ' 
l’opération du plus grand commun diviseur, quand on sera 
arrivé à un diviseur du premier degré , on devra trouver un 
reste nul. 


+ px + q 

X 

-|- p 

3x — gq 
a px -f- 3 q 

3x* -J- 3 px 3 q 

3x 3 — px — 

1 ' 

6 px* ap’ 

: Ôpx' — <)qx 



a px + — 9?Æ + ap* 

— i8pçr + 4P 3 


AP' + * 79 *- 

Ainsi la condition demandée est 4p’+ 2 7 g’=o, ou 



L’équation upx-\-ôq = o, obtenue en égalant le plus 
grand commun diviseur à zéro, donne la racine double 
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x — — — . La somme des racines étant nulle, la troisième 
a p » 

. ' . 5» 

racine est — . 

P 

Par exemple, les coefficients de l’équation 


x 5 — à7X-f-54=o : 

vérifiant la condition précédente, cette équation a deux 
racines égales 4 4-3; la troisième racine est — 6. 

1o3. Nous allons expliquer maintenant comment on ra- 
mène la résolution d’une équation qui a des racines égales 
à celle d’autres équations de degré moindre dont les ra- 
cines sont inégales. Soit X = o une équation qui admet 
des racines de différents ordres, par exemple, des ra- 
cines simples ,’ doubles , triples et quadruples. Si l’on dé- 
signe par X, le produit des facteurs simples, par X, le 
produit des facteurs binômes qui correspondent aux racines 
doubles, chacun étant pris seulement au premier degré, et 
de môme par X, et X. , les produits des facteurs binômes 
qui correspondent aux racines triples ou quadruples, ou 
écrira le polynôme X sous la forme 

X = X,XjX^X* t . 

Je cherche le plus grand commun diviseur 1) entre le 
polynôme X et sa dérivée ; ce plus grand commun diviseur 
étant égal au produit des facteurs multiples dont on dimi- 
nue les exposants d’une unité, j’aurai 

D = XjX’X* . 

l)e même , le plus grand commun diviseur entre le poly- 
nôme D et sa dérivée sera 

d,=x,x:, 
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et enfin le plus grand commun diviseur entre le poly- 
uûme 1), et sa dérivée 

•' d, = x 4 - 

En divisant deux à deux les polynômes précédents, on 
obtient les quotients 

^ = <ï = X..WC,, 


I) 


». 


— tii — XjXj.Xj, 


^ = Q S = X,X., 

. » U ! 

U, = X 4 . 

Divisant chacun de ces nouveaux polynômes par le sui- 
vant, on a enfin 

a 

•• • C>, 

0, 

0, 

Q, 

. D, 

D, = X lr 


= X,, 
X„ 


Une lois trouvés ces polynômes X,., X,, X,, X 4 , la 
résolution de l’équation proposée est ramenée à celle des 
équations ■ 

- X | “ O , X, — O, X^:=0, X 4 — O, 

([ui n’ont plus de racines égales; la première donne les ra- 
cines simples de l’équation proposée, la seconde les racines 
doubles , la troisième les racines triples , etc. 

Ainsi , pour ramener la résolution d'une èqualion qui a 
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des racines égales à celle d’ attires équations de degré moindre 
ayant leurs racines inégales, on cherche le plus grand com- 
mun diviseur entre le premier membre de l’équation et sa 
dérivée, le plus grand commun diviseur entre ce premier plus 
grand commun diviseur et sa dérivée, et ainsi de suite jus- 
gu à ce qu'on arrive d un polynôme premier avec sa dérivée; 
on divise ensuite le polynôme proposé par le premier plus 
grand commun diviseur, le premier par le second, et ainsi de 
suite; on divise, enfin, chacun de ces quotients par le sui- 
vant, et l'on égale à zéro ces nouveaux quotients. On 
obtient de la sorte des équations donnant, la première les ra- 
cines simples, la seconde les racines doubles, la troisième 
les racines triples , de l'équation proposée. 

. I , ‘ 

Exemple : 

. > • 

Soit l’équation du septième degré 

X = x~ — ax 3 — x‘ -f- x 5 + ax’ — t = o. 

* * * . * 

En cherchant le plus grand commun diviseur entre le po- 
lynôme X et sa dérivée , on trouye 

, L) — x 3 — - x' — x-\- i; 

en cherchant Je plus grand commun diviseur entre le poly- 
nôme D et sa dérivée , on trouve 



ce dernier polynôme est premier avec sa dérivée. Divisant 
ces polynômes l’un par l’autre, on a les quotients 

X ‘ 

P — U = a? + X* — X — 1 , 
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De nouvelles divisions donnent 

£ = *■ + * + ., 


X — 1=0. 

La première donne deux racines simples imaginaires, la 
seconde une racine double — i, la troisième une racine 
triple -f- 1 • 

RECHERCHE DES RACINES COMMENSURABLES d’üNE ÉQUATION 
ALGÉBRIQUE A COEFFICIENTS COMMENSURABLES. 

Recherche des racines entières. 

1 54. Soit 

f(*) = A 0 x" + A t x"-‘ + A,x— * + A*_,x + A. = o 

l’équation proposée, dont nous supposons tous les coeffi- 
cients commensurables et même entiers; car s’ils n’étaient 
pas entiers, on les rendrait tels en multipliant tous les termes 
de l’équation par un nombre convenable. Nous avons expli- 
qué (n° 1 33) comment on effectue la division par x — a du 
polynôme f{x) ordonné par rapport aux puissances décrois- 
santes de x; le premier coefficient du quotient étant égal au 
premier coefficient du dividende, chacun des coefficients du 
quotient se forme en multipliant le coefficient précédent par a 
et ajoutant le coefficient correspondant du dividende. Si 

14. 


D, x ' 

D, = x — î ; 

et l’on arrive aux trois équations 

x* -j-x-f i =o, x+i = o, 
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SiO 

tous les coefficients du dividende sont entiers, si, de plus, 
a est un nombre entier positif ou négatif, il est clair que le 
quotient ainsi formé aura aussi tous ses coefficients entiers, 

• puisqu’on les obtient en combinant des nombres entiers 
par multiplication et par addition. 

Imaginons maintenant qu’ayant ordonné le polynôme 
par rapport aux puissances croissantes de x, 

, f(x) = A„ + A m _,x + A^r* + A,x m ~‘ -f A 0 x m , 

on le divise par a — x; le diviseur étant seulement changé 
de signe, le quotient changera simplement de signe, et 
par conséquent aura toujours ses coefficients entiers. Effec- 
tuons cette division 

A m +A m „ l x+Am-32 , +A'K-»Vi 4 - A ,,.£«* a — x 

(Cw_, -J- A*«.,)x-t- Am-fX* 4- Am— jX*..... 4- \(fX m Cw,_« *— 1 

(CV^+A^-^x’+Am-sX 5 + A,c" 

(Cm— 3 -(- Am-jJx’. .. . . + AjXm 


(C,+A,)x"- , -t-A 0 x’» 

Le premier coefficient est — ; ce nombre doit être entier ; 

a 

ainsi, une première condition à laquelle doit satisfaire une 
racine entière, c’est de diviser exactement le dernier terme 
A* de l’équation. Pour abréger, représentons par C*_, le 
premier terme du quotient; multiplions le par le divi- 
seur a — x et retranchons du dividende ; le produit par a 
détruira le premier terme A w du dividende, le produit par 
— x s’ajoutera au second terme; de sorte que le seeond 
dividende aura pour premier terme (C m _, *f A„_,) x, 
les termes suivants restant les mêmes que dans le dividende 


* 
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proposé. Si l’on divise ce prémier tenne par a, on aura le 

second terme - gl ~ ■ x du quotient : ce second 

coefficient doit être entier; appelons le C m _.j. Multiplions 
le second terme C m ^- 2 x du quotient par a — x et retran- 
chons du dividende ; le produit par a détruit le premier 
terme du second dividende, le produit par — x s’ajoute au 
second terme ; de sorte que le troisième dividende aura pour 
premier terme (C m _ 2 -f- A m _,) x' , les termes suivants 
restant les mômes que dans le dividende proposé. Si l’on 
divise ce premier terme par a, on aura le troisième terme 

— — - *** — - x ‘ du quotient; ce troisième coefficient, 

que nous représenterons par C m _ 3 , doit être entier, etc. 

La loi est générale : on obtient un coefficient quelconque 
du quotient en ajoutant au précédent le coefficient du terme 
qui occupe dans le dividende le môme rang que le terme 
que l’on veut former et divisant la somme par a. 

On arrivera ainsi au dernier dividende (C, -|- A,) .r" -1 + 


A 0 x m qui donnera le dernier terme 


(, i + A, 


x m 1 du quo- 


tient ; mais on trouve directement ce dernier tenne sous la 
forme — A,,*” -1 , en divisant le dernier terme A 0 x* du divi- 
dende par — x; on doit donc avoir - = — -A.. Si 

r a 0 

cette dernière condition est remplie, le reste de la division 
est nul et par conséquent a est racine ; car, si l’on mul- 
tiplie para — x le dernier terme — A^x" 1 du quotient, le 
produit par a détruit le premier terme du dernier dividende, 
et le produit par — x détruit le second. 

lao. Il résulte de ce qui précède que si I’qh veut trou- 
ver les racines entières d’une équation à coefficients entiers 
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ordonnée suivant les puissances décroissantes de x, on n’es- 
sayera que les diviseurs du dernier terme, et l’on procédera 
de la manière suivante : 

Règle. Pour voir si un nombre entier a est racine de l'é- 
quation, on divisera le dernier terme par ce nombre; on 
ajoutera au quotient le coefficient de l'avant dernier terme, et 
Von divisera la somme par a; on ajoutera au quotient le 
coefficient du terme précédent, et V on divisera la somme par a, et 
ainsi de suite. Toutes ces divisions doivent se faire exactement, 
et quandon aura ajouté le coefficient du second terme de l'équa- 
tion et divisé la somme par a, on devra trouver pour dernier 

i 

quotient le premier coefficient de l’équation changé de signe. 

Lorsqu’un nombre entier a satisfait à toutes ces condi- 
tions, il est évidemment racine de l’équation ; c'est ce qu’in- 
dique spécialement la dernière condition, qui exprime que 
le reste de la division du premier membre de l’équation par 
a — x ou para: — a est nul. On abaissera alors le degré de 
l’équation proposée en divisant son premier membre par 
x — a; mais il est à remarquer que le quotient est tout 
calculé ; les coefficients de ce quotient sont précisément les 
quotients entiers obtenus dans les opérations précédentes 
changés de signe. On continuera les essais, non plus sur 
l’équation proposée, mais sur l’équation simplifiée. 

Exemples. 

i* Trouver les racines entières de l’équation 
x * — x * — 6x* — x* -|-a:-|-6=o. 

On commencera par essayer i ; pour que 1 soit racine, il 
faut que la somme des coefficients positifs égale celle des 
coefficients négatifs : c’est ce qui a lieu ici : donc 1 est ra- 


4 
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cine. On divisera le premier membre de l’équation par « 
x — î, d'après la règle du n° i 53 , et l’on aura à considérer 
l’équation • . 

x l — 6x’ — 6a?’ — jx — 6 = o. 

Cette équation n’admet plus la racine 1 ; on essayera — i : 
si l’on remplace x par — i , on a un résultat nul 

— i -j— 6 — 6 -(- 7 — 6 = o j 

donc — i est racine. On divisera l’équation par i, d’a- 
près la même règle, et l’on aura l’équation 

x" — ot? — 5 x* — x — 6=o. 

Après s’être assuré que cette équation n’admet pour racine 
ni + i ni — i , on essayera les diviseurs du dernier terme 
6, pris avec le signe + ou le signe — . Essayons d’abord le 
diviseur le plus simple + 2, et pour cela procédons d’après 
la règle formulée plus haut ; parcourant le polynôme de 
droite à gauche, nous dirons : le dernier terme — 6 divisé 
par 2 donne — 3 ; ajoutant le coefficient suivant — 1 , on a 

— 4 qu*> divisé par 2, donne -—2; ajoutant le coefficient 
suivant — 5 , on a — 7, qui n’est pas divisible par 2 : ainsi 
2 n’est pas racine. 

Essayons maintenant — 2, et écrivons les quotients suc- 
cessifs de droite à gauche, 

+ — », + 3 . 

Le dernier terme — 6 divisé par — 2 donne -f 3 ; ajoutant 

— 1, ona +2 qui , divisé par — 2, donne — 1 ; ajoutant 

— 5 , on a — 6 qui, divisé par — 2, donne 3 ; ajoutant 

— 1 , on a -(- 2 qui, divisé par — 2, donne — 1. On est ar- 
rivé au second coefficient, et on a trouvé un dernier quotient 
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— i égal et de signe contraire au premier coefficient 41 . 
Donc — * est racine. Les nombres écrits plus haut, chan- 
gés de signe, sont les coefficients du quotient de la division 
du premier membre de l’équation par x + a ; on écrira . 
donc immédiatement l’équation 

x * — 3x* -\-x — 5 = o. 

Le nombre — a ne peut être une seconde fois racine, 
puisqu’il ne divise plus le dernier terme. Les seuls nombres 
ii essayer sont maintenant les diviseurs de 5, savoir 4 - 5 et 
— 3. Si l’on essaye -f- 3, on a les quotients 

— i‘. o. — i; 

Donc -j-3 est racine, et, en divisant par x — 3, on arrive 
à l’équation du second degré 

x‘4- i =o, 


qui a deux racines imaginaires — * et — ^ — i. 
L’équation proposée est complètement résolue : ses sept 



racines sont + 1 , — 1 , — a, -|- 5, + v' — *» — V — *• 
a* Déterminer les racines entières de l’équation 

ax J — îax* iZx — i5 = o. 

► .* •. 

Après avoir reconnu que -f 1 et — 1 ne sont pas racines, 
on .essayera les diviseurs de i5. Voici le tableau des opéra- 


tions : 

% 



r 

ax* — iax’4 

. ' 

i3x — i5 = o 
-5 ‘ 

+ 3 


11**? 

— 6 +5 

— 3 


— 

4-a —3 

+ 5 


Les nombres 4 5 et — 3 ne sont pas racines, mais — 5 



CHAP. TI. RAC1NB8 COMMENSURABLES. 315 

l*est. Divisant parx — 5 , on aura à résoudre l’équation du 
second degré 

2 X* — aa?-p3 = o. 

3 ° Trouver les racines entières de l’équation 

x 5 . — — i o i x 1 -f i4x ! + 504a 1 + = 0 . 

Après avoir reconnu que + 1 et — 1 ne sont pas racines, 
on essayera les diviseurs de 576, en commençant par les 
plus faibles. r 

x s — 4x ! — 101®’+ i4® î +5o4x + 576= 0 | 


+24 + 52 

+ 205 

+3 9 6 

+ a88 

+ a 

+ 27 

+ 47 

— 108 

— 288 

— 2 


+ 82 

+232 

+ «9» 

+ 3 •' 


+ 3o 

104 

— 192 

— 3 


+ 44 

+ l02 

+ i46 

+ 4 

1 * 

+ *9 

— 9° 

-.44 

- 4 


+ *9 

+ 100 

+ 96 

+ 6 

r 

+ 9 

— 08 

r- 96 

— 6 



+ 72 

+ 72 

+ 8 

». 

+ 5 

- 54 

— 72 

— 8 

; x k — iax 3 + 5x* — 54® 

: — 72 = 0 

.. . 

* 

% 



+ 9 

— 8 




— 8 

+ 9 

> 



+ 8 

— 9 

- 1 

O - 

— 5 

— 6 

+ ,a . 


x’ + 5x + 6 = 0 . , I 

r. 

Cette dernière équation n’a plus de racines entières. Ainsi 
l’équation proposée admet deux racines entières — 8 et 


* 
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Recherche des racines commensurables fractionnaires. 

156. Nous supposons toujours que l'équation 

(i) A 0 :r“-fA t a ;— 1 +A w _ 1 x + A» = o 

a ses coefficients entiers. Une racine commensurable quel- 
conque pourra être mise sous la forme d’une fraction irré- 
ductible et l'on aura 
o 

A o jS + A, -gsi r, A»»_ t + A m = 0 . 

Si l’on multiplie par b m ~', cette relation devient 

rf--- (A. 0 " - ’ + A. 60 ’' 1 - • • • + A- b "“' ) ; 

le second membre étant entier* le premier doit l'être aussi ; 
mais b est premier avec a et par suite avec a", donc' b di- 
vise A 0 ; ainsi toute racine commensurable a pour dénomi- 
nateur un diviseur du premier coefficient de l'équation* 
En multipliant par b m et divisant par a, on a de même 

— = - ( A 0 a— + A ,6a— .... + A_,&— ) ; 
a • 

le second membre étant entier, le premier l’est aussi ; or a 
est premier avec 6", donc a divise A m ; ainsi le numérateur 

est un diviseur du dernier coefficient dç l'équation. 

% 

« J, , *■- 

157. Premièue MÉTnooE. 11 résulte de là qu’une équation 
à coefficients entiers , dont le premier coefficient est l'unile, 
n’a pas de racine commensurable fractionnaire. En effet, le 
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* 

dénominateur d’une racine coramensurable , devant diviser 
le premier coefficient qui est ici l’unité , est lui-même égal 
à un, et par conséquent la racine est entière. Ainsi, dans 
ce cas , toutes les racines commensurables sont entières. 

Ceci nous donne un moyen facile de ramener la recherche 
des racines commensurables fractionnaires à celle des ra- 
cines entières. 

OC? 

Dans l’équation proposée, remplaçons x par — , nous 

K 

obtenons la nouvelle équation 


A 0 x' m h i x' m ~ > A 1 x , "~ t 

i r + 1 + "F"* - 



Déterminons maintenant le nombre entier k de manière 
qu’en chassant les dénominateurs pour rendre les coeffi- 
cients entiers, on réduise en même temps le premier coeffi- 
cient à l’unité. Cette opération réussira toujours quand on 
prendra k= A 0 ; en effet, si l’on multiplie par F -1 , on met 
l’équation sous la forme 

^ xT + A,*'”- 1 + A J fcr'"~ 1 ..... + AJT-' =o; 

■A 

si Ar =s A 0 , cette équation devient, l’accent étant supprimé, 
(a) x m + A,*»-’ + AAx^ + A-A„""’ = °- 


Cette dernière équation ayant ses coefficients entiers et son 
premier coefficient égal à l’unité, toutes ses racines commen- 

» OC? 

surables sont entières. Nous avons posé x — -?, c’est-à-dire 

A 

que les racines de l’équation (i) sont égales à celles de 
l’équation (*) divisées par A ; ainsi , quand on aura trouvé 
les racines entières de l’équation transformée (a), en les 
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divisant par k, on Obtiendra toutes les racines commensu- 
rables de l’équation proposée. 

Lorsqu’il s’agit de trouver les racines commensurables 
d’une équation, on commence par chercher les racines 
entières, et, s’il yen a, on divise l’équation par les facteurs 
binômes correspondants. On détermine ensuite les racines 
fractionnaires à l’aide des racines entières de l’équation (*) ; 
mais dans la recherche des racines entières de cette der- 
nière équation, il est inutile de pousser les essais jusqu’au 
dernier terme ; car la plus grande racine de l’équation pro- 
posée étant au plus égale à A m divisé par le plus petit divi- 
seur de A 0 , la plus grande racine entière de l’équation (2) 
sera au plus égale à k fois celle-ci ; on s’arrêtera à cette 
limite. 

Exemples. 

' . 

1* Trouver les racines commensurables de l’équation 

aa^-j-a* 5 — iox’ — 2X -j- ia = o. 


On trouve d’abord la racine entière 
l’équation se réduit à 

ix 3 — 3a* — 4r4-6=°. 


2 ; divisant par r + s, 

. * 


Cette équation n’ayant plus de racine entière, on la trans- 
forme en remplaçant x par - , ce qui donne 

a; 5 — 3x* — 8.r-(- a 4 — 0 


Les racines fractionnaires de la seconde équation ne pou- 
1 3 v 

vant être que±- et±-, on cherchera les rapines entières 
^ a 2 

de la troisième équation seulement parmi les nombres 1 
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ét± 5 ; on trouve que + 3 est racine; ainsi l’équation pro- 

• 3 ’ - - 

posée admet la racine fractionnaire -. La dernière équation 
divisée par x — 3 conduit à l’équation du second degré 

N 

’ x’ — 8 = 0 

qui a deux racines incommensurables ± s V ’ h , d’où résulte 
pour l’équation proposée les racines incommensurables 
Ainsi les quatre racines de l'équation proposée sont 

5 r r ■ * 

— v/2,— Va. 

2 \ * ' ' * * 

2* L’équation 

r . • . . , : * f 

4 x* — a 8 x* + ^ 5 x’ — 6x — 18 = 0 

' Jp 

n’a pas de racine entière. Si l’on remplace x par - , et si l’on 

' , - 9 .* 

multiplie par fc*, elle devient 

£-^+4 5 *_ 6 te- l8 *‘==.; : 

pour opérer la transformation , il suffît de prendre k — s , te 
qui donne * 

x‘ — l 4 x s 4 - 45 ;r , — »ax — 72 = 0. 

Les racines fractionnaires de l’équation proposée, deve» 
nant entières quand on les multiplie par 2, ne peuvent 
i 3 o 

être que±-, ±-, dz^; on essayera donc ±1, ±3, ±9. 

L’équation transformée admet la racine — 1 ; la divisioh 
par x+ 1 donne l’équation >. 

v , 

x* — i 5 x’-j- 6 ox — 72= 0. 
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Cette dernière admet la racine 5; la division par x — 3 
conduit à l’équation du second degré , 


x* — iax-}- 24 = 0, 

dorft les racines x== 6 ±y'i 2 sont incommensurables. 
Ainsi les quatres racines de l’équation proposée sont 

1 3 ■ - ^ IX 

, 3 ±V3. 

2 2 

(58. Deuxième méthode. 11 est à remarquer que lors- 
qu’une équation 

» 

A 0 x"4- A,#*' 1 + A„_,x-f-A„= o 

a ses coefficients entiers et que l’on divise le premier 
membre par le facteur binôme x— ~ qui correspond à une 

racine commensurable fractionnaire ^ , le quotient a aussi 

ses coefficients entiers. Supposons que l’on effectue la di- 
vision en ordonnant, par rapport aux puissances décrois- 
santes de x, comme nous l’avons expliqué au n° i33. La 
relation - ’ 


a . /j* fl 

A„ ÏS + A i Tm=i + K r^= 


b m • 1 b' 

mise sous la fbrme 


+ A« — o. 


A O o- 


■ (Ajrt" -1 + A ,6a- 1 + A»6*-'), 


montre que b divise A 0 ; donc le second coefficient du quo- 
tient - ■ ' 


b,=a^ï + a 1 
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est entier. Si l’on fait passer le terme A 1 » m_l dans le pre- 
mier membre, et si l’on divise par 6, la relation précédente 
s'écrit 



{A 1 o- î +A s 6a- I ....+A.6^->); 


on voit par là que b divise B, , et par conséquent que le 
troisième coefficient du quotient 


B, = B,|-f-A, 

est entier. 

Faisons passer le terme A .a* -5 dans le premier membre 
et divisons par b , nous aurons de même 



• . t ■ * 

U en résulte que B, est divisible par b, et par conséquent 
que le quatrième coefficient est entier, et ainsi de suite 
jusqu’au dernier ternie du quotient. Remarquons que non- 
seulement les coefficients du quotient sont entiers, mais 
encore qu’ils sont tous divisibles par b. 

Si, au lieu d’ordonner le polynôme par rapport aux 
puissances décroissantes dex, on l’ordonne par rapport aux 

puissances croissantes, et qu’on divise par on ob- 

tiendra le même quotient changé de signe , et par consé- 
quent on devra encore avoir des coefficients entiers. 

Ces deux manières d’effectuer la division peuvent être 
appliquées pour l’essai direct des racines commensurables 
fractionnaires. On choisira l’une ou l’autre, suivant les cas. 
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J • * 

• / 

• • Extmplet. 

i # Reprenou9 l’équation 

4r‘— 28s* 4- 45 a:’ — &ç — i8 = o, 

dont il a déjà été question. Après avoir reconnu que cette 
équation n’a pas de racine entière, cherchons les racines frac- 

tionnairesv Essayons d’abord - ;. si nous calculions le quo- 
tient de droite à gauche, comme pour les racines entières, 


■$V 


il faudrait diviser successivement par - , ce qui revient à 

t 

multiplier par s ; toutes les opérations seraient possibles , 
et il faudrait aller jusqu’au bout pour voir si — est racine. 
Au contraire, en calculant dé gauche à droite, il faut mul- 
tiplier successivement par ^ , ce qui revient à diviser par a ; 
nous emploierons donc de préférence ce second procédé ; 

J * ( ^ 

4 multiplié par 7 - donne s, et — a8.,...^-a6{ — >6 multiplié 

. 2 V ^ • ' » 

* , . • . * s 

par i donne — ti et~|- 45 -f 3* ; +3* multiplié par - 


donne i 6 et — 6 -J-to: 4 - 10 multiplié par -donne 

> • 2 

i 5 et — 18 — 1 3. Il arrive ici que l’opération se pro- 

longe jusqu’à la fin; mais le reste— 1 5 n’est pas nul; donc i 
' n’ést pas racine. , • 

- 1 t 

'1 • ' 
Essayant— - de la même manière , toutes les opérations 

Sont possibles, et l'on arrive à un reste nul; donc — * e*t 

i* ’ . * 
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racine , et l’on a le quotient 

4 -r 1 — Zox* -j- 6ox — 36 = o, 
ou ax 3 — i5x*-\-3ox — 18 = 0. 

Après avoir essayé encore une fois — on essayera 

3 

mais en allant de droite à gauche : — 18 divisé par-'» 
donne — 12; ajoutant + 5 o on a-f-18 qui, divisé par - , 

* * „ 3 

donne +12; ajoutant — 15 011 a — 5 qui, divisé par-, 

donne— 2; tous les quotients sont entiers et le dernier 

3 

égale le premier coefficient changé de signe. Donc - est ra- 

5 

cine , et le quotient de la division par x — - est 

23? s — 1 2X -j- 1 2 = O,. 

‘I 

ou x * — 6x 4- 6 = o. 

Cette équation du second degré donne deux raciies incom- 
mensurables. 

• ' " 1 

2 0 Trouver les racines commensurables de l’équation 

,* , ». t 

i5a;*-l-i6x 3 — — 5ar-i-6=ïO. 

Après avoir reconnu que cette équation n’a pas de ra- 
cine entière , on essayera la fraction - en allant de gauche 

r . O 

adroite, et l’on verra que cette fraction est racine. Dans 

l’équation simplifiée , ou essayera les fractions ± i , ± | , 

9. 9 
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et l’on verra que — | est racine. L’équation à laquelle on 

arrive, ayant son premier coefficient égal à l’unité, n’a plus 
de racine commensurable. Voici le tableau des calculs : 


îSx'-fi&r’ — — 5x-f6 = o 


■ - » +3 

a 

-fai -f 4 —3 

— a 

— i -fa 

3 

— a 

— 3 

+ « 

6 

+ > —i 

— 6 

i5, -fai, — 39, — 18 , 0 

1 

3 

5x‘ -f^x* — i3x — 6 = 0 ' 


5, +8 

1 

5 

C?» 

+ 

at 

1 

“ 5 

5 , +9 

a 

5 

c* 

s* 

+ 

1 

** 

0 

> 

a 

— 5 

' i’f 1 — 3 = 0. 



Condition de réalité des racines de l'équation du troisième 

degré. 

159. Lemme. Deux racines réelles consécutives de l'équa- 
tion f (x) = 0 comprennent au moins une racine réelle de l'é- 
quation f(x) = o. 

En effet , soient a et 6 deux racines consécutives de l’é- 
quation f(x) — o ; imaginons que l’on fasse varier » de o 
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à b; pour x — a, la fonction f (x) est nulle, elle s’annule de 
nouveau pour x = b; dans l’intervalle, elle conserve des 
valeurs finies et de même signe. La valeur absolue de la 
fonction commence donc par croître pour décroître ensuite ; 
elle passe nécessairement par un maximum, et, par consé- 
quent, la dérivée f (x) s’annule dans l’intervalle de a 
à b. Elle peut s’annuler plusieurs fois, parce que, dans 
l’intervalle de a à b, f(x) peut éprouver plusieurs alterna- 
tives d’augmentation et de diminution. 

La réciproque n’est pas vraie : deux racines consécutives 
de l’équation f (x) = o n’en comprennent pas toujours 
une de l’équation f(x) = o. • 

ItiO. Théorème. Lorsque l'équation f (x) = <>« toutes ses ra- 
cines réelles, l'équation f' (x) = o « aussi toutes ses racines 
réelles, et deux racines consécutives de la seconde équation en 
comprennent une et une seule de la première. 

Soit rn le degré de l’équation f(x) =o, dont nous sup- 
posons les m racines réelles et rangées par ordre de gran- 
deur croissante 

• 4 \ ' . .• 

a, b, c, h, k. 

En vertu du leranie précédent , chacun des intervalles com- 
prend une racine de la dérivée ; il yam-i intervalles; 
donc l’équation /' (x) =o a ses m — 1 racines réelles. Il 
est évident qu’il n’y a qu’une racine dans chacun des in- 
tervalles, sans quoi cette équation aurait plus de m — i 
racines. Appelons 

a', b' , c', h' 

les ni — 1 racines réelles de l’équation f (x) = o , rangées 
aussi par ordre de grandeur; la première a' sera comprise 
entre a et b, la seconde b' entre 6 et r, etc. Réciproquement, 

* 5 . 
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deux racines consécutives quelconques de la seconde équa- 
tion en comprennent une de la première et une seule ; a! et 
l' comprennent la racine b, b' et c la racine c, etc. ; il y a 
donc m — a racines réelles de l’équation f(x) — o dans les 
m — a intervalles, et de plus il y en a une a, moindre que 
a', et une autre k, plus grande que h'. 

161 . Considérons, en particulier, l’équation du troisième 
degré 

f{x) = x* 4- A,x* + A,x + A, = 0. 

L’équation du second degré 

f(x) =5x , + aA,x + A, = o 

doit avoir ses deux racines réelles, ce qui donne une pre- 
mière condition AJ — 5 A, > o. Appelons a et b’ ces deux 
racines, a.b,c étant les trois racines de l’équation propo- 
sée. Supposons que x varie de — «à+»i pour x = — », 
le polynôme f(x) a le signe — , qu’il conserve jusqu’à ce 
que x arrive à la plus petite racine a ; quand x dépasse a, le 
polynôme change de signe, et prend le signe 4- qu’il con- 
serve jusqu’à la seconde racine b; là il change de signe 
une seconde fois et prend le signe — qu’il conserve jusqu’à 
la plus grande racine c; il change alors de signe une troi- 
sième fois, et prend le signe 4- qu’ i 1 garde indéfiniment. 
Ainsi , f (x) a le signe — de — » à a , le signe 4- de a à 6, 
le signe — de 6 à c, et le signe -f- de c à 4- ». 

Mais on a vu que la première racine a' de l’équation 
f (x) = o est comprise entre a et b ; si donc on remplace 
x par a! dans le polynôme f (x), on doit trouver un résultat 
positif. La seconde racine b' étant comprise entre b et c, 
donnera un résultat négatif. > 

Ces conditions sont suffisantes ; car, si l’on a f (a') > o 
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et f {b') < o, le polynôme f{x) change de signe, une pre- 
mière fois quand x croit de — oc à «' , une seconde fois 
de a' à b', et une troisième fois de b' à + 30 ; donc l’équa- 
tion f(x) — o a ses trois racines réelles. 

162. L’équation du troisième degré 


A 0 x’ -f- A,x’ + A,x A, = o 
peut toujours être ramenée à la force simple 


A 

Il suffit pour cela de remplacer x par x ce qui 

fait disparaître le terme du second degré; on augmente 


ainsi toutes les racines de la même quantité 

SA, 


L’équation 




3x* -fp = o 


devant avoir ses deux racines réelles, il faut que le coeffi- 
cient p soit négatif; supposons cette condition remplie; 
nous aurons 



• .■ ■ V. * • * * • • / 

On doit avoir en outre [(a 1 ) > o, c’est-à-dire 

. -(V e !)' 

3 V 3 a 


ou 




(») 


La condition f(bl) < o se déduira de la précédente en 
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changeant le signe du radical et le sens de l'inégalité , ce 
qui donne 



Le coefficient p étant négatif, les premiers membres de 
ces inégalités sont des quantités positives. Supposons 
Y > o; l’inégalité (1), ayant son second membre négatif, 
sera toujours satisfaite; l’inégalité (a) ayant ses deux mem- 
bres positifs, on peut les élever au carré, et l’on en déduit 

-«)*>(!)■• 

ou 

;# (!)4 (*)■<»• ■ ■ 

Supposons maintenant y < o; c’est l’inégalité (2) qui est 
toujours vérifiée, et l’inégalité (1) conduit à la même iné- 
galité ( 3 ). D’ailleurs, l’inégalité ( 5 ) ne peut être satisfaite 
que si le coefficient p est négatif. 

Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que l'é- 
quation 

x* -\-px -f- y = « 

ait ses trois racines réelles, est que ses coefficients satisfassent 
à l inégalité 



Quand le premier membre de cette inégalité est une 
quantité positive, l’équation n’a qu’une racine réelle. 
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Quand cette quantité est nulle, l’équation a deux racines 
égales, comme nous l’avons vu au n° i5a. 

Exemples. 


i* L’équation 

x* -\-5x — a = o , 

dans laquelle le coefficient du second terme est positif , 
n’a qu’une racine réelle ; cette racine est positive, 
a? L’équation 

x* — 6x + 4 = 0 


a ses trois racines réelles. La transformée en — x n'ayant 
qu’une variation, une seule est négative, et les deux autres 
sont positives. 

3° L’équation 

x’ — 6x 6 = o 

n’a qu’une racine réelle. Cette racine est négative. 


Exercices. 

i° Appliquer la méthode des racines égales aux équa- 
tions 

x* — jX~ — ax*-}- 1 1 8x A — u5gx‘ — 83x’-(-G i ax* — i o8 x — o , 
x , 4-ax*-i-x''-|-6x e -t-7X ! — ax^Sx’+MJ 1 — i ax — 8=o , 
x* — 8x , +a4x* — 3ax-|-i6=o. 

a* Chercher les racines cômmensurables des équations 

. x^Sx’-j-x’ — »6x* — aox — 16 = 0, 

ax’ — 53x-(- io5==o, 

- Gx 6 — ^x’+^x 1 — aox*-j-48x* — t6 = o, 
i5x*-{- i&r* — 4&c* — 5x+6 = o. 
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CHAPITRE VII. 

DES DIFFÉRENCES. 


DIFFÉRENCES DES DIVERS ORDRES. 

- 1 G3. Étant données une suite de « i -f » quantités 

Wq) Mj| U,, •••••, Wmj 

si l’on retranche chacune d’elles de celle qui la suit . on a 
les différences premières de ces quantités. On est convenu de 
désigner ces différences par la lettre a. Ainsi l’on représente 
par au 0 la différence u, — u 0 , par au , la différence h, — u, , etc. 

Les différences premières forment une suite de m quan- 
tités 

Au 0 , Au,, Au,, au*_, ; 

sü’on retranche de môme chacune d’elles de celle qui la suit , 
on a les différences des différences premières, ou les différences 
secondes des quantités proposées. On les désigne par le 
symbole aa ou plus simplement a*. Ainsi l’on représente 
par a ’u 0 la différence au, — au 0 , par a’u, la différence 
au,, etc. 


Digitized by Google 



CHAP. Vil. DIFFÉRENCES. 931 

Les différences secondes forment une suite de m — i 
quantités 

a*m«, a ’«,, , 

dont on peut prendre les différences premières, ce qui 
donnera les différences troisièmes des quantités proposées; 
on désignera ces différences troisièmes parle symbole aa* ou 
plus simplement a’. En continuant de la môme manière, on 
obtiendra les différences des divers ordres des quantités 
proposées. 

164. Les m + i quantités proposées ont m différences 
premières, et par suite m — 1 différences secondes, m — a 
différences troisièmes, et enfin une seule différence de 
l’ordre m. On ne peut pas aller au delà. Nous disposerons 
le tableau des différences de la manière suivante : 


M» 

Au 0 

A’U 0 

A a u 0 

A*u # 


AU, 

A’», 

A 3 u, 

A‘u, 


Au, 

A’u, 

A J u, 


«3 


A*u, 




AU, 




«3 






mettant dans une première colonne verticale les nombres 
proposés, dans la seconde colonne les différences premières, 
dans la troisième les différences secondes , et ainsi de suite. 
On remarque que l’indice de a reste le même dans une 
même colonne verticale, et l’indice de u dans une même, 
ligue horizontale. Pour former ce tableau, on retranche 
chaque nombre de relui qui est placé au-dessous de lui, et 
on écrit le résultat à droite du premier. Ainsi on obtient Au„ 
en retranchant w 0 de u,, ah, en retranchant h, de ; 
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de même a*h 0 en retranchant au, de Au,, A*u, en retran- 
chant au, de au,, On a en général par définition 

A’ +, «,= i'» 41 — i'«,i 

si l’on retranche a p « b du nombre a^, placé au-dessous de 
lui, on obtient le nombre a p+i u„ placé à droite dù premier. 

Soient, par exemple , les six nombres 1, 10, 25 , 44 » 7<> 
et 98. En appliquant la règle précédente, on formera le 
tableau des différences jusqu’au cinquième ordre : 


A 

« 9 

>0 I i5 
•j 5 19 

44 >6 

70 , 28 
98 I 

On commence par écrire les six nombres proposés dans 
une colonne verticale. Retranchant chacun d’eux du sui- 
vant, on a les différences premières 9, i 5 , 19, 26, 28 
que l'on écrit dans une seconde colonne; retranchant 
chacun des nombres de cette seconde colonne du suivant, 
on a les différences secondes fi, 4» 7» 2 que l’on écrit 
dans une troisième colonne, et ainsi de suite jusqu’à la 
différence cinquième à laquelle s’arrête le calcul. 

, 163. Réciproquement si l’on donne le premier nombre u, 

et ses ni différences successives au 0 , a’u„, ...... a"h o , on 

peut reconstituer le tableau et reproduire les ni autres nom- 
bres u,, u,, u m . En effet, puisque am 0 =u, — 1« 0 , on a 

t‘, = »„ + *«.• Remédie, puisque aS* # ==au, — au,, on a 
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au, = au 0 -|^ a*u 0 ; connaissant au,, on obtient u, = u, -j- au,. 
On trouve de la même manière a*u, =a’u ( + a*u # , au, 
= au, + a’u,, u, = u,-(- au,, et ainsi de suite. On remarque 
que chaque nombre du tableau égale le nombre placé au- 
dessus de lui, plus celui qui est à droite de ce dernier; 
car on a en général par définition 

A" +, u„.= a”u II+ ,— a p u„, 

d’où l’on déduit • • • 

^«„ +1 = A p U„+A p +'u i| ; 

le nombre A r u n+ , égale le nombre a'u„ placé au-dessus de 
lui, plus le nombre a’’ +, u i , placé à droite de ce dernier. 

On procède par lignes obliques , comme l’indique le ta- 
bleau précédent; nous avons déjà calculé les trois premières 
lignes obliques; on continuera de la même manière : 
A*u 0 ajouté à A s u 0 donne a’u, ; celui-ci ajouté à a’u, donne 
a*u, ; celui-ci ajouté à au, donne au,; enfin, ce dernier 
ajouté à u, donne u,. Recommençant à partir de a 5 u 0 , on for- 
mera successivement les nombres a‘u,, a’u,, a’u,, au,, u, 
de la ligne oblique suivante, et ainsi de suite. En poussant 
l’opération de proche en proche jusqu’à a"u # , on arri- 
vera finalement à u m . 

Soient, par exemple , le nombre i et ses cinq différences 
successives 9, G, — a, 5 , — iâ. On appliquera la règle 

précédente et l’on dira : 9 et 1 10; 6 et 9 i 5 

et 10 25 ; — 2 et 6 4 et i 5 19 et a 5 44 ; 

5 et — 2 5 et 4 7 et 19 26 et 44 70; 

— i 5 et 5 ..... — 8 et 3 — 5 et 7 2 et 2G 28 et 

7 ° 9 8 - 
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ÉTANT DONNÉS W + l NOMBRES U„, U,, U,, U m , TROU- 

VER : i° l’expression du terme général «„ EN fonc- 
tion DU PREMIER TERME « 0 ET DE SES DIFFÉRENCES 
SUCCESSIVES; 2° L’EXPRESSION DE A"« o EN FONCTION DES 
NOMBRES PROPOSÉS. 

106. Supposons d’abord que l’on donne le nombre u 0 et 

ses m différences successives au 0 , a’u 0 , il s’agit 

de trouver les nombres u } , u m . Nous savons que la 

question est possible, et nous avons indiqué dans le nu- 
méro précédent la manière d’effectuer le calcul de proche 
en proche ; mais nous cherchons ici une formule algébrique 
donnant l’expression d’un terme quelconque u„ de la suite 
en fonction des quantités données. 

Commençons par établir un principe qui nous sera très- 
utile : c’est que la différence de la somme de plusieurs quan- 
tités égale la somme des différences de ces quantités. En effet, 
le mot différence signifie ici la variation qu’éprouve une 
quantité quand on passe à la quantité suivante ou quand 
on augmente l’indice d’une unité ; ainsi la différence de 
u„ est la variation m b+i — u n qu’éprouve cette cjuantité 
quand ou passe du terme u n au suivant h„ + 1 ; de même , la 
différence de la quantité au„ est la variation au^., — am„ 
qu’éprouve cette quantité quand on passe de la quantité 
Au n à la suivante ai/ b+1 . Or il est clair que la variation 
d'une somme est égale à la somme des variations des parties 
qui la composent. 

Cela posé, on a d'abord . 

«» = «<,+ A *V 

On a aussi i/ | =u 1 -j-AH l ; on connaît l’expression de ti,; on 
obtient la différence au, en remarquant que m, étant une 
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somme de deux quantités u 0 et au 0 , sa différence égale la 
somme des différences au, et a’m, de ces deux quantités, 
ce qui donne am, = aii 0 -|- a’m 0 ; si l’on remplace u, et ah, 
par leurs valeurs, il vient 

«.= «« + aAu, + A*«i,. 

On a de même m,= w,4- au,; nous connaissons u,; nous 
obtiendrons sa différence au, en prenant la différence de 
chacune des parties de la somme ; il vient en ajoutant 

«l = “o+ ' =U 0 + 3Au 0 + 3A*«-f A s u 0 . 

+ X + aA‘u 0 + 

On reconnaît les coefficients du développement de la 
puissance d’un binôme; l’expression de u, a pour coeffi- 
cients ceux du carré d’un binôme; l’expression de u, ceux 
du cube. Nous allons faire voir que cette loi est générale. 
Pour cela, nous démontrerons que si elle est vraie pour 
u„ elle l’est aussi pour u n+ , , c’est-à-dire que si l’expres- 
sion de u„ a pour coefficients ceux de la n° puissance du 
binôme, l’expression de u B+1 aura pour expression ceux de 
la n-j-i* puissance. Soit donc 

«-=«« + C>u 0 + C p-'a'-X+C' *X + A»u 0 . 

La différence du premier membre étant égale à la somme 
des différences de tous les termes du second membre, on a 


Au b =Am 0 + C/ AX +C‘ A’u 0 +A"+X. 

Puisque u B+1 =u„-|- aw b , si l’on ajoute les deux égalités 
précédentes, il vient 


»„+,= «<> + 
+ > 


x+x 

+c' 


a*h 0 ... -f- C* (AX- +a' +, m. 
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Mais C,-(- i = C, -f- L,, = C n+1 , ; en général, 

-j- ' = Cj[ +1 ; le second membre se réduit donc à 

«M-,=«o + C; +I Au 0 + C’ + 1 AX +C^ +1 A p tt # ... + A«+X. 

On voit que si la loi est vraie pour u„ , elle l’est aussi pour 
Comme elle est démontrée pour u, et u,, elle l’est 
pour u,, u,, et par conséquent pour un terme quelconque. 
Ainsi nous avons la formule générale 

(a) m„ = u 0 + - au 0 + -L__Vu 0 4- A*u # . 

Au moyen de cette formule , on obtient chacun des nom- 
bres u 0 , « p u,, u m , en donnant à n l’une quelconque 

des valeurs o, î, a, tu. On peut écrire cette formule 

sous la forme symbole 

“«=( *+A)"u 0 » 

en convenant de développer (î -f a)" suivant la loi du bi- 
nôme, comme si la lettre a désignait une quantité, et de 
regarder les exposants comme des indices. 

On donne, par exemple, le nombre u„ et ses cinq diffé- 
rences successives : 

Au„:= 9 , A*U 0 =6. AX=— a, A'u 0 =5, AX=— 13, 

si dans la formule («) on fait n = 4 , on a 

«t = i 4- 4-9 4- 6.6 — 4.3 4- 5 = 70. 

On obtient ainsi directement le nombre 70 que l’on a trouvé 
précédemment par un calcul de proche en proche. 

167. Supposons maintenant que l’on donne les m 4- 1 
nombres 

^1* Wp i«.it 
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et que l’on veuille trouver les m différences successives du 
premier de ces nombres , savoir : 

ùu 0 , a*u 0 , a"u„- 

On a d’abord 

au 0 = u, — u 0 . 

On a de même au, = u } — u, ; mais par définition a*u 0 = 
Au, — au 0 ; si l’on retranche au 0 de Au, , il vient 
A‘u 0 = Mj— au, + u # . 

Cette expression s’applique évidemment à tous les termes 
indistinctement. Si donc on augmente tous les indices d’une 
unité , on aura de même a’u, = u, — au, -(- u, ; mais a s u„ = 
a’u, — a’u 0 ; si l’on retranche a*u # de a’u, , il vient ' 

*’«*==«. — —U, — 3u, + 3u,— u,. 

— u, + au, — u 0 

On reconnaît encore les coefficients du développement 
de la puissance du binôme. L’expression de_A*u 0 a pour 
coefficient ceux de (a — b)', l’expression de a’u 0 ceux de 
(a — b)'. Je vais démontrer que la loi est générale : admet- 
tons-la pour a"u 0 et soit 

A"U 0 = M. — C'„U,_, q=Cr'«„_ p+1 ± CÏu_ ±«„. 

En augmentant d’une unité tous les indices de la lettre « , 
on a de même 

A X = «n+i — cLu ± u,. 

Mais a'+'Uj = A n u, — A“u 0 ; on obtient donc , en retranchant 
l’une de l’autre les deux expressions précédentes , 

A + ‘ u 0 = U n + 1 C„ u n -(- C„ u n+ , — C n -F- U 0 > 

— I 4- ci . ±CT‘ 
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ou en simplifiant , 


A n+ 'l / 0 = u nM — Cl + ,t/ B + C* +t u„_, ± C C +1 T Mo- 

On voit par là que si la loi est vraie pour a’’w 0 , elle l’est 
aussi pour ■i" +1 H 0 . Comme elle a été démontrée pour 
a*u 0 et a*u 0 , elle est vraie pour a‘m 0 , a‘u 0 , et par consé- 
quent pour une différence d'ordre quelconque. 

On a donc la formule générale 


(P) 



1.3 


±U„ 


Au moyen de cette formule on obtiendra chacune des m 
différences successives de u 0 , en donnant à n l’une quel- 
conque des valeurs i, 2 , ....m. On peut écrire cette for- 
mule sous la forme symbolique A n t / 0 = (u — 1)", en rem- 
plaçant dans le développement les exposants par des 
indices et le dernier terme 1 ou u° par u 0 . 

On donne, par exemple, les six nombres 1,10, a5, 44* 
70 et 98. Si l'on fait n = 4 dans la formule (p) , on aura 
directement la différence 

4*m 0 = 7 o — 4-44 + 6-25 — 4- 10 +i = 5, 


obtenue précédemment par un calcul de proche en proche. 

LA DIFFÉRENCE DE L’ORDRE ttt d’üNE FONCTION ENTIÈRE DD 
DEGRÉ rn EST CONSTANTE, SI LA DIFFÉRENCE DE LA VA- 
RIABLE EST ELLE-MÊME CONSTANTE. 


f 68. Soit u = f(x) une fonction quelconque de la va- 
riable x ; si l’on donne à la variable m -J- 1 valeurs 

X 0> X t) x mt 
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la fonction prendra une suite de valeurs correspondantes 

W()î W|, Uj) mm. l/mj 

dont nous pourrons prendre les différences des divers or- 
dres, comme nous l’avons expliqué précédemment. Ordi- 
nairement les valeurs données à la variable forment une 
progression arithmétique dont on appelle h la raison. Sup- 
posons que x représente l’un quelconque des termes de la 
progression, x-\-h étant le terme suivant; les valeurs cor- 
respondantes f(x) et f( x -f h) de la fonction auront pour 
différence première f(x-Çh ) — f(x) ; c’est une nouvelle 
fonction de x que l’on nomme différence première de la fonc- 
tion proposée et que l’on désigne par A f(r). Si dans cette 
fonction a f(x) on remplace successivement x par chacun 
des termes de la progression , on obtiendra les m différences 
premières que fournissent les m + i valeurs correspon- 
dantes de la fonction. 

De même si l’on donne à x deux valeurs consécutives x 
etx + /i, les valeurs correspondantes de la fonction a f[x)- 
auront une différence bf{x-\-h) — a f(x) ; c’est une nouvelle 
fonction de x que l’on nomme différence seconde de la fonc- 
tion proposée et que l’on désigne par a’/^x). Et ainsi de 
suite. 

Prenons comme exemple la fonction 
u = a x ; 

nous aurons 

A«=#*t*-a‘ = flV-i). 

Ainsi on forme la différence première de la fonction a* en 
multipliant cette fonction par la quantité constante o* — i. 
Il en résulte 

A’u = a x (a h — i )* , 

A* u = a‘(c! i — i)“. 
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169. Considérons en particulier la fonction entière du 
degré m. On a, en développant d’après la loi connue, 

au = f(x + h) - f(x) = /'(*)/. + /•(«) ^ + 

La quantité h , raison de la progression arithmétique , est 
une constante ; ou voit par là que la différence première 
d'une fonction entière du degré mi par rapport à la variable x 
est une fonction entière du degré m — 1 . De même la diffé- 
rence de la fonction au, ou la différence seconde de la fonc- 
tion proposée , sera du degré m — 2 ; a 3 u sera du degré 
m — 3 ; en général a"u sera du degré m — n. Enfin la dif- 
férence d’ordre m sera du degré zéro; ce sera donc une 
constante , et par conséquent les différences d’un ordre 
plus élevé seront nulles. 

170. Remarque. Soit 

u = A 0 x" A,x 1 -f- A„_,x -|- A« 

la fonction entière proposée, ordonnée par rapport aux 
puissances décroissantes de x. Cette fonction étant la somme 
des termes qui la composent, sa différence d’un ordre quel- 
conque est égale à la somme des différences du même ordre 
de ses différents termes. 11 en résulte que la différence pre- 
mière ne dépendra pas du terme constant A m , puisque la 
différence de ce terme est nulle; la différence seconde ne 
dépendra pas des deux derniers termes A m _, x + A m , puisque 
la différence seconde de cette partie est nulle ; en général, 
la différence d’ordre n ne dépendra que des termes dont le 
degré est égal ou supérieur à n ; enfin la différence d’ordre m 
ne dépend que du premier terme A 0 x". Nous nous propo- 
sons de calculer cette différence d’ordre m. 
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Nous avons 

Ak = .',•/>} + ; 

« • 

le premier terme s’obtient en prenant la dérivée du poly- 
nôme proposé et multipliant par U; les autres termes étant 
d’un degré inférieur à ni — 1 ne donneront rien dans a m «. 

. t 1 • ■ # 

Nous aurons , en appliquant la même règle , 

A ‘u =*’/"(*)+'.:. .'y -, 

A ! u=A s n*)-f- ■ - -, 


A "u=ihT(x) + 


* a"m = h m f m [x). 

\ ' * 

Le premier terme du polynôme f{r) entrant seul dans la m' 

dérivée, on aura linalement 

! ' .• 

A“u = 1.3.3 

Exemples : 

> ' * » 

i° Former les carrés des nombres entiers. Considérons 

la fonction u = x *, et supposons que l’on donne à ,r les 

valeurs o, i , a , 3 , en progression arithmétique. La 

fonction étant du second degré , la dillérence seconde a’u 
est constante et égale à 1.2./1 4 , c’est-à-dire à 2, puisque la 
raison li est l’unité; les différences d’un ordre plus élevé 
sont nulles. Pour commencer le tableau, il suffit d’écrire 
les deux premiers carrés 0 et 1 avec leur différence pre- 
mière 1 et la différence seconde 2 trouvée directement. 

10 . 
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a 

a* 

0 

a 

2 

i 

3 

3 

A 

S 

a 

9 

7 

4 

16 

9 

. - 

2 5 




On répétera la différence seconde constante 2 dans la 
troisième colonne autant que l’on voudra, et l’on dira, en 
calculant par lignes obliques, d’après la règle établie au 
n° i 65 : 2 et 1...0 et 1 . . . 4 ; 2 et 5.. .5 et 4”-9 ; 2 et 5 ... 7 
et 9... 16; en continuant de cette manière on formera les 
carrés des nombres entiers consécutifs. » 

' v , *’ * 

2 0 Former les cubes des nombres entiers. Considérons la 
fonction u=x’ et donnons encore à x les valeürs successives 
q, 1, 2, 5 ,... en progression aritbm étique. La fonction étant 
du troisième degré, la différence troisième sera constante et 
égaleà 1.2. 3 ft 5 ou 6. Pour commencer le tableau, nous écri- 
rons les trois premiers cubes 0,1,8, d’où nous déduirons les 
différences premières 1 et 7, et la différence seconde 6; met- 
tant ensuite à la droite la différence troisième constante 6 
trouvée directement, ou pourra effectuer le calcul des lignes 
obliques et obtenir les cubes des nombres entiers consécutifs. 



» 
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3° Trouver la somme des carrés des n premiers nombres. 
Considérons la suite des quantités 


u o = o 1 ; m,=o s +i’, «,=o*+i*+a*, «,=o , -(-i î 4 - 2 s 4 - 3 S. 


les différences premières sont les carrés consécutifs i*, a*, 

3’, ; il résulte de ce qui a été dit précédemment que 

les différences secondes des différences premières, ou les 
différences troisièmes des nombres proposés, sont con- 
stantes et égales à a ; et par suite que les différences d’un 
ordre plus élevé sont nulles. Écrivons le commencement 
du tableau avec les trois premiers nombres u 0 , u, , u, ; 


= 

AU„=1 

AX = 3 

U, = 0 ! 1* 

Au, =4 


M ! = o’-|-i i + s! 




AV, 


2 . 


Servons-nous maintenant de la formule (a) démontrée 
au n° 166 , formule qui exprime un terme quelconque w„ 
de la suite des nombres proposés au moyen du premier 
d’entre eux et de ses différences successives ; ici les diffé- 
rences d’un ordre supérieur au troisième sont nulles ; le 
développement se réduira donc à ses quatre premiers termes 
et l’on aura 


K = «o + «Au # 


mn — i ) 




n(n — i)(n — a) 


1.2 


1.2.3 




et, en remplaçant les différences par leurs valeurs, 

3 n(n — i) an(n — i)(n — a) _ n(n-\- i)(an+ î) 


«„ = «- 


1.2 


1.2.3 


4° Trouver la somme des cubes des n premiers nombres. 
Considérons la suite des quantités u 0 = o\ w, = o’-j-i’. 
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u I = o > +i s + 2 % M 3 = o , 4-« : ’+2 , 4-â%---.; les différences 
premières sont les cubes consécutifs i\ 2 3 , ô 1 , les dif- 
férences troisièmes de ces différences premières, ou les 
différences quatrièmes des quantités proposées, sont con- 
stantes et égales à 6 ; les différences d’un ordre plus élevé 
sont nulles. On écrira le commencement, du tableau avec 
les quatre premiers nombres 


u 0 =o r 

*U„=' I 

a 3 m 0 = : 

A M 0 == 1 2 

A ; M 0 — 6. 

u,—o 3 -j- 1* 

U t = o'-j- l’-j-S 3 

Am, = 8 
Am 5 = 27 

A X=*9 


1 " 


Les différences d’un ordre supérieur au quatrième étant 
nulles, la formule (a) se réduit à ses cinq premiers termes 
et l’on a 


• ‘ . , nia — i) , , nin — îj (n — 2) . 

K — «u + n\u t + 1 A X 

1.2 1 . 2 ..» 

1 

+ »("— i)(" — a)(>i — â) A>|J _ 

1 . 2 . 3.4 


et, en remplaçant les différences par leurs valeurs. 


, 7 n(n— 11 \ 

K,, = n-j 1 an n — 1 j(n — 2) 

_ n*:« -I" 1) 3 

. ” .4 


«|n — ■ ;■{« — i)(n- 


Ü11 retrouve ainsi les formules déjà obtenues par d’autres 
moyens (n“* 55 et 07 ). Cette méthode permet de trouver 
avec la même facilité la somme des puissances quatrièmes . 
ou des puissances cinquièmes, ...... des nombres entiers 

consécutifs. 

171. Remarque. Supposons que l’on porte sur la ligne 
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horizontale OX, à partir du point fixe O, des longueurs OP , 
OP, , OP., .... , égales aux valeurs x 0 , x,, x t , que l’on 

donne à la variable 
x et que l’on élève 
des perpendiculaires 
ou ordonnées P 0 M 0 , 
P,M, ,PM,,... égales 
aux valeurs corres- 
pondantes u n , « t , 
<le la fonction. 

Si par les points M, M, , on mène des horizontales M,N S , 

MjNj,... jusqu’à la rencontre des ordonnées précédentes, 

on voit que les difl'érences premières am o , au, seront 

représentées par les longueurs M 0 N 0 , M,N, ,.... affectées 
du signe -j- ou du signe — , suivant que les ordonnées 
vont en augmentant ou en diminuant. 

Dans le cas où les valeurs de x sont en progression arith- 
métique. par les deux 
points M„M,, faisons 
]tassei\u ne droite jus- 
qu’à la rencontre de 
la première ordonnée 
en G 0 ; par les deux 
points M, M,, une 
droite jusqu'à la ren- 
contre de la seconde ordonnée en G t , et ainsi de suite; les 

longueurs M„G„, M,G,, prises avec le- signe ou le 

signe—, représenteront lesdifférences secondes a’u 0 , a’m,,... 
En effet, les triangles M,N 0 G tt = et sont égaux, et 

l’on a N ( G 0 = M,N, = a„, ; donc M # G, = N 0 G 0 - M 0 N„ = 
Am, — am 0 = a*m 0 , etc. Lorsque la différence seconde est 
positive, le point G„ est au-dessous de M„ et la courbe 


N: 
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tourne sa concavité vers le haut ; c’est ce qui a lieu dans 
la première figure. Lorsque la différence seconde est néga- 
tive , le point G„ est au-dessus de M 0 , et la courbe tourne 

sa concavité vers le bas ; c’est le cas de la seconde figure. 

. ■ ' * ■ \ 

CONNAISSANT LES RÉSULTATS DE LA SUBSTITUTION DE ffl NOM- 
BRES ENTIERS CONSÉCUTIFS DANS UNE FONCTION ENTIÈRE 
DU DEGRÉ Iji, ON OBTIENT FACILEMENT, AU MOYEN DES 
DIFFÉRENCES, LES RÉSULTATS DE LA SUBSTITUTION l)E TOCS 
LES AUTRES NOMBRES ENTIERS POSITIFS OU NÉGATIFS. — 
APPLICATION AU CAS D’UNE FONCTION ENTIÈRE DU TROI- 
SIÈME DEGRÉ, DONT OJi CONNAÎT LES VALEURS CORRES- 
PONDANTES AUX VALEURS — J,0,-|-1 DE LA VARIABLE. 

172 . Considérons d’abord un polynôme du troisième 
degré 

u=^x'- {-Sx 1 — i^x -j-5. 

Nous nous proposons de calculer les valeurs que prend ce 
polynôme pour les valeurs entières 

a « 1 . 1 > a , 3 , ..... 

positives ou négatives, données à la variable x. En substi- 
tuant directement les trois nombres simples — î, 
on obtient les trois résultats 24, 5 et — 8 . Avec ces trois 
valeurs, on forme deux différences premières — 19 et — 13, 
et une différence seconde 6. La fonction étant entière et du 
troisième degré, on sait que la différence troisième est 
constante et égale à 1.2. 3 .A 0 à 5 , c’est-à-dire à 6 dans 
l’exemple actuel ; les différences d’ordre supérieur sont 
nulles. On peut donc prolonger le tableau indéfiniment par 
lignes obliques d’après la règle du n° i 65 , et obtenir les 
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valeurs du polynôme pour x—u, ®=3, etc. Voici la dis- 
position du tableau : 



La première colonne verticale contient les valeurs de la 
variable x, 1%. seconde les valeurs correspondantes de la 
fonction, et les suivantes les différences, comme à l'ordi- 
naire. La dernière colonne contient la différence troisième 
constante 6 que l'on répète indéfiniment. On calcule en 

disant: 6 et 6 12 et — i3 — 1 et — 8..... — 9, 

valeur de la fonction pour x= 2. Recommençant alors une 

nouvelle ligne oblique , on dit : C et 1 2 1 8 et — 1 .... 1 7 

et — 9 8, valeur du polynôme pour x== 3, etc. 

On peut aussi prolonger le tableau vers le haut et trouver 
les valeurs de la fonction pour x — — 2, x = — 3, etc. 
On remarque , en effet , que tout nombre du tableau est itjal 
au nombre placé au-dessous de lui, moins celui qui est à 
sa droite; car, de la relation générale 

A* +1 u„ = A’ Un+1 — 

on déduit 

le nombre a p u b égale le nombre a’’u #+1 placé au-dessous de 
lui, moins le nombre a p+i u„ qui est à sa droite. 
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On procédera donc de la manière suivante : 


-7 

—72 

7 » 

— 5o 

6 


-f, 

— ! 

4 » 

— 24 

6 


— 5 

40 

'7 

— 18 

6 


— 4 

5? 

1 

— 13 

6 


— 5 

5G 

— i3 

— 6 

• 6 


— 3 

63 

-'9 

O * 

6 , 


— 1 

1 

24 

— '9 

6 

6 


I 

x 

u 

A 

a ! 

A J 

* 





» 



La ligne horizontale inférieure contient la valeur de la 
fonction et ses différences successives pour x = — i , va- 
leurs trouvées précédemment, et l’on j répété la différence 
troisième constante 6. Si de la différence seconde 6 on 
retranche la différence troisième 6, on a la différence se- 
conde o qui correspond à .r = — a ; si de la différence pre- 
mière — îy on retranche la différence seconde o, on a la 
différence première — î y qui correspond à x = — a ; enfin, 
si du nombre 24 on retranche cette différence première — iy, 
on obtient la valeur 45 du polynôme pour x = — 2. On a 
formé de la sorte la seconde ligne horizontale au moyen de 
la première. De la seconde on déduira de même la troi- 
sième; on dira : 0 moins f> donne — 6; — îy moins 

— 6 — 1 5 ; 45 moins — iâ ... . 56 * telle est la valeur du 

polynôme pour x = — 5 . Continuons encore : • — 6 moins 

6 — 12; — 1 5 moins — 12 — 1 ; 56 moins — 1 

57, valeur du polynôme pour x — — 4 » et ainsi de suite. 
Le calcul se fait ici par lignes horizontales successives. 
Ordinairement ces deux tableaux sont réunis quand la place 
le permet , et constituent un seul et même tableau que l’on 
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peut prolonger à, volonté vers - le bas par additions Succes- 
sives , vers le haut par soustractions. 

173 . Soit maintenant un polynôme du quatrième degré 

: u — x ' — 5 æ s — •; x ! i 5 x -\- Z . 

y • ' • ' . 

On substituera directement à la place de a: les quatre nom- 

* 

bres— i, o, 1,2, ce qui donne les quatre valeurs corres- 
pondantes — 1 5 , 5 , 7 — 19, avec lesquelles on forme trois, 
différences premières 16, 4* — «b, deux différences se- 
condes — 12, — 5 o, et une différence troisième — 18; on 
connaît d’ailleurs la différence quatrième qui est constante 
et égale à 1. 2. 5 . 4 - A 0 ft* ou 24? puisque la fonction est du 
quatrième degré; les différences suivantes sont milles. Ou 
a ainsi tout ce qu’il faut pour pouvoir effectuer le calcul et 
prolonger dans un sens ou dans l’autre. 


X 

U 

A 

x - 

A 5 

A 1 

— 5 

1 11 

1IO 

96 

— GG 

34 

— a 

+ * 

— <4 

3 o 

— 43 

34 

— 1 

— i 3 

16 

— 1 2 

— 18 

24 

0 

3 

4 

— 3 o 

G 

34 

1 

7 e 

26 

— 24 

3 o 

24 

2 

— >9 

— 5 o 

G 

54 

34 

5 

— dp 

— 44 

Go 

78 


4 

— n 3 

îG 

i 38 



5 

— 97 

154 




G 

57 



- 



174 . Considérons, en général, une fonction entière 
n = f(x) du degré «1 ; supposons que l’on donne à la va- 
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riablero valeurs en progression arithmétique 

x*, *o+ h > *o + * h > > x a +{m — i)h, 

et que l’on connaisse les m valeurs correspondantes 

Uqj Wjï 

de la fonction. Avec ces m valeurs, on formera m — i diffé- 
rences premières, m — a différences secondes,....., et 
pplin une différence de l’ordre «n — 1 . La fonction étant en- 
tière et du degré tn, on sait que sa différence d’ordre m est 

constante et égale à 1 . 2 niAji”, et que les différences 

suivantes sopt milles. On a ainsi tout ce qu’il faut pour 
calculer le tableau des différences; si l’on effectue le calcul 
par lignes obliques en descendant, on obtiendra les va- 
leurs de la fonction qui correspondent aux termes suivants 
# 0 + delà progression arithmétique ; 

si, au contraire, on remonte par lignes horizontales, on 
trouvera les valeurs qui correspondent aux termes précé- 
dents x 0 — h, x„ — aA,L... En résumé, le calcul de m va- 
leurs par substitution directe suffit pour que l’on puisse 
trouver toutes les autres. 

Il est à remarquer que la substitution directe d’un nom- 
bre o à la place de x s’effectue assez simplement d’après le 
procédé du n° 1 53. On opérera sans rien écrire comme 
si l’on voulait diviser le polynôme par x — a: le reste est 
le résultat cherché. 

FORMULES D’INTERPOLATION. 

-, ■ . Définition. 

175. Supposons que l’on ait trouvé par un moyen quel- 
conque les m-j - 1 valeurs 
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que prend une fonction lorsqu’on donne à la variable m + 1 
valeurs 

x 0 , X,,, X, , , Xm. 

Interpoler, c’est trouver les valeurs de la fonction pour les 
valeurs intermédiaires de la variable. 

Par exemple , on a calculé les logarithmes des nombres 
entiers de 10000 à 100000. Interpoler, c’est trouver le lo- 
garithme d’un nombre fractionnaire compris dans l’un des 
intervalles. 

Autre exemple : par des expériences directes , on a me- 
suré la tension de la vapeur d'eau pour des températures 
de 10 en io degrés, depuis îoo jusqu’à 200 degrés. Inter- 
poler, c’est trouver la tension de la vapeur pour une tem- 
pérature intermédiaire. ' 

Le problème de l’interpolation n’est pas déterminé , 
parce qu’on ne connaît pas en général la nature de la fonc- 
tion , mais seulement certaines valeurs particulières et qu’il 
est impossible d’en déduire rigoureusement les .autres va- 
leurs; on conçoit, en effet, qu’il existe une infinité de fonc- 
tions égales à des valeurs données pour m -(- 1 valeurs de la 
variable , sans qu’ elles # se confondent pour cela dans les 
intervalles. Afin de bien mettre ceci en évidence, ima- 
ginons que l’on représente les valeurs données de la fonc- 
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tion par des ordonnées comme au rr 1 7 1 , et supposons que 
l’ori trace une courbe passant par les m -j- 1 points M 0 , 
ainsi obtenus; l’ordonnée de cette courbe 
représentera une certaine fonction u=f(x) admettant les 
m-f-i valeurs données; si maintenant l’on donne à x une 
valeur intermédiaire OP quelconque et que l'on mesure la 
longueur de l'ordonnée correspondante MP, on aura la valeur 
cherchée de la fonction ; la courbe tracée résout donc le 
problème de l’interpolation. Mais il est évident que par les 
m-f 1 points donnés, on peut faire passer une infinité de 
courbes. Ces diverses courbes donneront pour la même va- 
leur OP de x des valeurs différentes MP, M P. Vinsi il y a 
indétermination. Si l’on emploie une courbe pour effectuer 
rinterpolatibn , ce qui est un moyen très-commode dans la 
pratique, on aura soin de la tracer aussi unie rjùe possible, 
en évitant les sinuosités inutiles. 

En algèbre, on effectue l’interpolation en cherchant une 
fonction entière du degré m qui admette les m -f- 1 valeurs 
données. Alors la question est complètement déterminée ; 
nous démontrerons, en effet, qu’il existe toujours une 
fonction entière du degré m jouissant de ces propriétés, et 
qu’il n’en existe qu’une. Une fois cette fonction trouvée, 
ou pourra calculer les valeurs qfl’ellè prend pour des va- 
leurs intermédiaires quelconques' de x; mais ces valeurs 
calculées 11e doivent être considérées que comme des va- 
leurs approchées de la fonction inconnue. On conçoit que 
les erreurs commises seront d’autant plus petites que le 
nombre des valeurs données sera plus grand et surtout que 
les intervalles seront plus petits. * * 

Formule de iM'jramje. 

176 . la question que nous avons à résoudre est la sui- 
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vaille : trouver une fonction entière du degré wtqui admette 
tn -j- 1 valeurs données 

u„, U t , U, i u,n v ' 

pour in-}-i valeurs données. 

.r u . .r, . x. ( x,„ 

de la variable x. 

Soit 

u = Ax" -f üx— 1 + C m ~'- ..... -f (ïx + Il 

la l'onction cherchée. Elle renferme m + i coefficients in- 
connus. Puisque cette fonction doit prendre les >n -f i va- 
leurs i< # , h,, m», pour les Valeurs x 0 , x, »*.... x m de x, 

on a les m •+• 1 équations 

Ax„“ -f- Bx 0 “ 1 -j- Gx # + H — w„ , 

Ax ," 1 -f Br,*-' ..... + Gx, -f II = u,, 


•,Vx" + Bx" + ' ; + üx w + H = u,, 

qui détermineront les m 1 coelTicients inconnus A, B, 

H. Ces équations sont du premier degré; si ou les 

imagine résolues, on aura, d’après la formule établie au 
n" 5 , des valeurs de la forme 

À = A„i/ 0 A .</, 4- A , 

B = B 0 « 0 B,k, . ... -j- , 


H = H„«„ -f H,u, -j- - 
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Remplaçons ces coefficients par leurs valeurs dans le po- 
lynôme u ; tous les termes contenant en facteur l’une des 

quantités u 0 , v t , u m , si l’on ordonne par rapport à ces 

quantités, le polynôme s’écrira 

u — (A 0 x m -f B c ,r’— ’ ..... -f H 0 )u„ 

, XA^ + B.x— + H,)«, 

(A m x m -|- Bmx" -1 H J te» ; 

# *' 

ou , plus simplement , • 

U = X Ô U 0 + X,U, . . .:. -f XrnU m , . 

en représentant par X„, X,, X m les m-|-i fonctions 

entières du degré m placées dans les parenthèses. 

11 s’agit maintenant de déterminer ces fonctions. Si l’on 
fait x=x„, le second membre doit se réduire à u 0 ; ceci 
aura lieu si pour x — ,r 0 la fonction X 0 devient égale à 
l’unité et toutes les autres s’évanouissent. De même, pour 
,r=x 1 , le second membre prendrais valeur u. si la fonction 
X, devient égale à l’unité et toutes les autres s’évanouis- 
sent. Kn général pour x = x R , le second membre prendra 
la valeur u „ , si la fonction X n devient égale à l’unité et 
toutes les autres s’évanouissent. Ces conditions déterminent 
complètement les fonctions X„. Par exemple , la fonction X 8 
entière du degré m s’annulant pour les m valeurs x, , x, , ... 
x m de x , sera de la forme • 

X 8 = A 0 (x — x,)(x — x,) (x — x*}; 

cette fonction se réduisant en outre à l’unité pour x = x„ , 
on aura 

i = A 0 (x„ — x,)(X(, — x,) (x, — x.) . 

0 

f 7 * • 
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d’où 

A - 1 

(•^O X \ ) fao (X 0 Xm) 

On aura donc finalement 


X. 


(x— x,)(x — x,) (X— x n ) 

(•^1) X \ ) (^tt 2 1 ) (*0 


255 



La fonction X, s’annulant pour les m valeurs x 0 , x t , ... , x m 
de x et se réduisant à l’unité pour x = x, , sera pareille- 
ment 


X — (* — X °i ~ X r) (« ~ 

■' (x t — x 0 )(x,— X,) {x,— Xm)’ 

et de même pour toutes les autres. 

Ainsi la fonction^cliercliée u est donnée par la formule 
suivante , trouvée par Lagrange , 

(x — X,)(X — x t ) (X — T m ) 

(x 0 — x,)(x 0 — x s ) (X 0 Xm) * 

(x — X„)(X-T-X,) (X — x„,j H 

•^1 *.) (*| (• r f “Xm) 


177. Nous avons trouvé une fonction entière du degré m 
jouissant des propriétés énoncées. On démontre aisément 
qu’il n’en existe qu’une, c’est-à-dire que si deux poly- 
nômes entiers du degré m sont égaux pour m + i valeurs 
de x, ils sont identiques. Soient, en effet, 

Ax" -f- Bx"*~ l -f H, 

A'x m -f Bx"- 1 -f- H’, 

ces deux polynômes ; en les retranchant l’un de l’autre , on 


Digitized by Google 


LEÇONS d’aLGÈÜRE. 


25 G 

aura une équation du degré m ■ . '■ . * 

. (A— A>* + (B— B>*-* ... .-f (H — H') = o, 

ayant m-j-i racines, ce qui est impossible. Il faut donc 
que les coefficients soient respectivement égaux , et alors 
les deux polynômes sont identiques. 

Formule de Nrwtùu. 


178. La formule de Lagrange est générale; elle est 
vraie quelles que soient les m -f - 1 valeurs données à la 
variable ; celle de Newton se rapporte spécialement au cas 
où ces valeurs sont en progression arithmétique. 

Soient 

•*o> *«+ A» JV+aA, , x„-f nl±, ...... x 0 + mh 

les m -f- 1 valeurs données à la variété x ; 

«,• «.», , , u,„ 

les valeurs correspondantes delà fonction w. Avec ces m -f i 
valeurs , on peut fonnbr les m ditTérences successives 


Xu 0 , a ! u„, •••■.) a u n . 
Reprenons la formule (a) du numéro iü(> 


, n , nn — il . , „ 

= "t"- 1 — ~ ^ "o> 


qui exprime un terme quelconque de la suite proposée au 
moyen du premier et de ses n différences successives. Le 
second membre s’arrête à a"»,, ; mais on peut . sans incon- 
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vénient, le prolonger jusqu’à A m u 0 et l’écrire de la manière 
suivante 


, . . n , n(n — 1) . 

(.) = «o + 7 + - L ^ a - 


, n(n— i) (n — m+i) m 

-f — ! — - A u„ 


1.2 . 


. m 


car les termes ajoutés ainsi , contenant le facteur n — n , 
sont nuis. Appelons x un terme quelconque x 0 -j-n h de la 
progression arithmétique, et u la valeur correspondante 
u. de la fonction. Nous posons x=a; 0 +nà; il en ré- 

JC » JC 

suite n = — ^ — ? . Si l’on remplace n par sa valeur dans l’é- 
quation (i), il vient ' 


(B) 



m' 


On voit d’abord que le second membre de l’équation (B) 
est une fonction entière du degré m par rapport à x ; car le 
f second terme est du premier degré, le troisième du second, 

le dernier , étant un produit de m facteurs du 

premier degré , est du degré m ; ce terme du degré m , ne 
pouvant se réduire avec aucun autre , subsistera nécessai- 
rement dans le polynôme qui sera ainsi du degré m. On 
voit ensuite que cette fonction prend les m + i valeurs 

données u 0 , u,, u m pour les m -f > valeurs données 

de x ; car si dans cette fonction on remplace x par un terme 

quelconque Æ 0 -f nh de la progression arithmétique, ou — 

par n, elle devient évidemment égale au second membre 
de l’équation (i), c’est-à-dire à la quantité u„. 

17. 
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Ainsi la formule (B) nous donne bien la fonction entière 
du degré m , qui , pour m -j- i valeurs données de x en pro- 
gression arithmétique , prend les m -f- 1 valeurs données 

u o , u t , u m . C'est la formule d’interpolation de 

Newton. Elle contient, non pas précisément les valeurs 
données de la fonction , mais les différences successives 
qu’on en déduit , et ceci est un grand avantage , parce que , 
ces différences diminuant en général très-rapidement , on 
se bornera dans la pratique aux premiers tenues, et on 
négligera tous les autres. 

1 79. Afin de simplifier posons X = s , la formule (B) 

devient 

'.(G) « = «» + ; AM » + Zf “,~ l) A>M o 

Z(Z— l) (* — "»+l) A m u 

‘ ' î.a m 

% , 

. 4 

Supposons que l’on interpole dans le premier intervalle, 
c’est-à-dire de ï 0 à x, + fi ; ï sera une fraction moindre 
que l’unité. 

Lorsque les différences d’un ordre supérieur au premier 
sont assez petites pour qu’on puisse les négliger, la formule 
se réduit à ses deux premiers termes „ 

M == M„ + Z*U 9 . 

y 

4 

L’accroissement u — u„ de la fonction est proportionnel à 
l’accroissement z de la variable ; on dit dans ce cas que l’on 
interpole par parties proportionnelles. C’est le mode très- 
simple d’interpolation que l’on emploie quand, au moyen 
des tables de logarithmes , on cherche les logarithmes des 
nombres fractionnaires. Réciproquement, si l’on veut trou- 
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ver la valeur de la variable qui rend la fonction égale h une 

quantité donnée u , on aura s = 

Lorsqu’on conserve les deux premières différences , la 
formule d’interpolation devient 

« = «o + a'u 

I .2 


Alors la question inverse se résout au moyen d’une équation 
du second degré, dont on calculera la racine comprise entre 
o et 1 , l’autre racine étant en général très-grande à cause de 
la petitesse du coefficient de (i re partie, n° 170). 


Exemples 

1" La fonction u = logos a pour différences successives 


«=lûg(x + »)-log J! =log(. + |)=M(î--^ + i i _„.), 
A*ti=log(x-f a/»)— 2log(x-f/i)-flogx=log^ 1 + alog 

-<-£• )• • 

A 3 M=log(j' -J-5/i) — ô!og(j+a/i)4-31og'x-f-/i)— logx 

= l 06 (, + ï)- 3 ,„ g ( 1 + ^) + 51 og ( 1 + ^) 


Pour h = i et x = 1 0000 , on a 


AU = 0,00004 34270 76863 , 

A*u= — 0,00000 00043 42076, 
A’u= 0,00000 00000 00868. 
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On voit que les différences décroissent très-rapidement ; 
la différence seconde étant moindre que l’unité du huitième 
ordre décimal , on peut la négliger lorsqu’on prend les 
logarithmes avec sept décimales, comme cela a lieu avec 
les tables de Callet, et interpoler par parties proportion- 
nelles. 

2° Proposons-nous de calculer le logarithme de ~ au 
moyen d’ une table contenant les logarithmes des nombres 
de 1 à îooo avec dix décimales. Prenant dans cette table 

les logarithmes des nombres 3,i4, 3, i5, et 

calculant les différences successives, on formera le tableau 
suivant : 


X 

U 

A 

A 1 

A* 

A‘ 

3,.4 

0,49692 96481 

i 38 09037 

— 43769 

377 

—3 

3 ,i 5 

0,498.31 o 5538 

i 37 65388 

—43492 

274 


3 ,i 6 

0,49968 70826 

1.57 21796 

— 432 i 8 



3,17 

o, 5 oio 5 92622 

i 36 78578 




3 ,i 8 

0,50242 71200 






On négligera donc les différences d’un ordre supérieur au 
quatrième, et l’on interpolera au moyen de la formule 


, z(z — i) . 

U = U 0 + ZA« 0 ^ - a*m 


1 .3 

*(*— 0(* — a)(* — 3) 
i. s. 3.4 


zlz — 1 )(z — 3) , 

-i ü -l A’tt„ 

1 . 2.3 


A*U 0 . 


Puisque r. == 3, 1 4 1 ^9 af>536 et que h = 0,01, on a 
z = 0,1 59 26536. Substituant cette valeur de z dans la 
formule précédente et effectuant les multiplications par la 
méthode abrégée , on trouvera , avec dix décimales exactes , 


log'®- = o,497i4 98726. 
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APPLICATION DE LA MÉTHODE D’INTERPOLATION DE NEWTON A 

LA REPRÉSENTATION EXACTE D’UNE FONCTION ENTIERE DU 

DEGRÉ m DONT ON CONNAÎT LES VALEURS « 0 , U,, U,, . . . 

U m CORRESPONDANTES AUX VALEURS , X Q + h, X 0 -f al», 

x 0 -f mh. 

180. Cette question n’offre aucune difficulté; c’est la 
question même que l’on a résolue quand on a cherché la 
formule d’interpolation de Newton (n° 178). Au moyen des 
valeurs données 

Vj) , Ui» , 

on formera la suite des différences 

» ^ u o » 

on remplacera dans la formule (B) ces différences par leurs 
valeurs, et on aura la fonction entière demandée. 

On demande , par exemple , la fonction entière du troi- 
sième degré, qui admette les valeurs 5, — 8, — 9,8 pour les 
quatre valeurs o, 1 , 2, 3 de la variable. Le tableau des dif- 
férences donne u 0 = 5 , au 0 = — 1 3 , a’u 0 =12, a’u, = 6 ; 
substituant dans la formule (B) , on a la fonction cherchée 

u = 5— i3x-)-6x(a; — 1) -J-x(a: — 1 )(a? — a), 
ou , en ordonnant , 

u = x i -(-3z* — 17a: -f- 5. 

Autre exemple : Trouver la fonction entière du quatrième 
degré qui admette les valeurs 1, — 1 3 , 3 , 7 , — 19 pour les 
cinq valeurs — 2, — 1,0, 1, 2 de x. On formera les diffé- 
rences . 

m„=i, Au„=— 14, A’w 0 =3o, A a u 0 = — 4a, A‘u,,= a4, 
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que l’on substituera dans la formule (B), ce qui donne 


u = i — i4(a:-f a)-f- i5(ar -f- a)(JS + i) — y(x -f a)(x+ i)x 

+ (* + a).(«+‘W*— *)» 

• * * • » • m * 

ou , en ordonnant, 

u — x‘ — 5x 3 — yx* + i5x4*3. 


SI LA DIFFÉRENCE h ET LES QUANTITÉS U„, AU 0 , A S U„ , . . . 
. . . A"U„ SONT POSITIVES , X 0 ( M — 1 ) h EST UNE 
LIMITE SUPÉRIEURE DES RACINES POSITIVES DE L ÉQUATION 
f{x) = 0 . 


181. Imaginons la fonction entière u = f (x) du degré m 
représentée par la formule (B) 



comme nous venons de l’expliquer, et supposons que toutes 
les quantités 

M 0 , a ! u 0 , A*u 0 


soient positives, la raison h de la progression étant aussi 
positive. Si l’on donne à la variable x une valeur supé- 
rieure à x 0 + (m — î) è , tous les facteurs binômes que 
renferme le second membre deviendront positifs; car le 
dernier 



(m — i), 


qui est le plus petit d’entre eux , acquiert alors une valeur 
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positive ; la fonction étant une somme de termes positifs , a 
nécessairement une valeur positive. Il en est de même si 
l’on donne à x la valeur x 0 -f- (m — 1 ) h; car cette valeur, 
annulant le dernier fadeur binôme et par conséquent le 
dernier terme, mais laissant positifs tous les autres, le 
polynôme sera encore une somme de termes positifs. Ainsi, 
x croissant indéfiniment à partir de + (m — 1) h, la 
fonction conserve toujours une valeur positive sans devenir 
nulle-, donc l’équation f (x) = o n’a pas de racine positive 
égale ou supérieure à la quantité x 0 4- (m — 1) h. dette 
quantité est une limite supérieure des racines positives de 
l’équation ; on donne en général ce nom à toute quantité 
positive plus grande que la plus grande raison positive. 

Dans l’exemple dun° 172, nous voyons que, pour x = 5 , . 
le polynôme a une valeur positive 8 et que les différences 
correspondantes 4 », 3 o, 6 sont aussi positives. En faisant 
h=i etx 0 =3 dans la formule x 0 -j-(m — 1) h, on en conclut 
que 5 est une limite supérieure des racines positives de 
l’équation . • 

x a -(- 3 ± a — 17X + 5 = 0. 

De même, datfs l’exemple du n° 173, nous voyons que 
pour x = 6 le polynôme a une valeur positive 57 et que 
toutes les différences correspondantes sont aussi positives; 
car pour les former on n’aurait à additionner que des quan- 
tités positives. Le degré m étant ici égal à 4 . on en conclut 
que 6 -f- 5 ou 9 est une limite supérieure des racines posi- 
tives de l’équation 

x‘ — 5 x a — 7-r , + i 5 x-j -3 = o. 
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CHAPITRE VIII. 

APPLICATION DE LA THÉORIE DES DIFFÉRENCES 
. A LA SOLUTION NUMÉRIQUE DES ÉQUATIONS. 


SÉPARATION DES RACINES D’UNE ÊQÜATION ALGÉBRIQUE PAR 
LA SUBSTITUTION DE DIFFÉRENTS NOMBRES A L’INCONNUE. 
— ÉTUDE SPÉCULE DU CAS D’UNE ÉQUATION DU TROISIÈME 
DEGRÉ. — SUBSTITUTION DE NOMBRES ENTIERS PAR LE 
MOYEN DES DIFFÉRENCES. — SUBSTITUTION DE NOMBRES 
ÉQUIDISTANTS d’üN DIXIÈME ENTRE DEUX NOMBRES ENTIERS 
CONSÉCUTIFS; DE NOMBRES ÉQUIDISTANTS d’üN CENTIÈME 
ENTRE DEUX NOMBRES ÉQUIDISTANTS D’UN DIXIÈME, ETC., 
SOIT POUR SÉPARER LES RACINES, SOIT POUR EN APPRO- 
CHER. — CES DERNIÈRES SUBSTITUTIONS S’EFFECTUENT AU 
MOYEN DE NOUVELLES DIFFÉRENCES, DÉDUITES DES PRE- 
MIÈRES. — USAGE DES CONSTRUCTIONS GRAPHIQUES DANS 

l’application de la méthode précédente. 

Résolution des équations du troisième degré. 

t . 

182. Séparer les racines d'une équation, c’est trouver 
des intervalles dans lesquels soient comprises les diverses 
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racines réelles de l’équation, de manière qu’il n’y ait 
qu’une racine dans chaque intervalle. Pour effectuer la sé- 
paration des racines, on substitue ordinairement des nom- 
bres équidistants , et quand il s’agit d’une équation algé- 
brique, on abrège beaucoup les calculs par le moyen des 
différences. i 

Reprenons l’équation du troisième degré 
». . 

+ 3x* — 171 + 5 = 0. 

Le théorème de Descartes sur les variations montre que cette 
équation a une racine réelle négative et deux ou aucune ra- 
cines positives. En substituant directement les trois nom- 
bres — 1, 0,-f-i, et continuant le calcul par les différences, 
comme nous l’avons expliqué au n° 172, on obtient le 
tableau suivant : 



Le polynôme ayant des valeurs de signes contraires 
pour x — o et x = 1 , on en conclut qu’une première racine 
réelle positive est comprise entre o et 1 ; la seconde ra- 
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cine positive est comprise entre s et 3 ; la racine négative 
entre — 6 et — 5 . L’équation proposée a ses trois racines 
réelles , et ces racines sont séparées. 

On a ainsi les racines à moins d’une unité près. Pour 
avoir l’une d’elles à un dixième près, on substituera des 
nombres équidistants d’un dixième dans l'intervalle qui la 
comprend. Par exemple, pour trouver la racine comprise 
entre a et 3 , on substituera des nombres équidistants d’un 
dixième de 2 à 3 . On pourrait substituer directement trois 
nombres 2, 2,1, 2,2, puis continuer par les différences; 
mais on évite la substitution directe des deux nombres 2, 1 
et 2,2 qui entraînerait à des calculs assez longs, en 
cherchant les différences successives qui se rapportent à 
a; = 2 quand la raison delà progression arithmétique de- 
vient égale à — et déduisant ces nouvelles différences des 
10 

premières. 

183 . Nous allons expliquer une manière simple d’effec- 
tuer ce calcul pour le cas spécial du troisième degré. 

Soit f{x) un polynôme du troisième degré. On a d’abord 




~ • fi 


h\ 


Si l’on appelle <p (x) le second membre, qui est un polynôme 
du second degré , on aura de même 

A*/(x) = A<?(x) = <f'(x)h -f h'- . 


Or, en dérivant le polynôme <? (x) et remarquant que f"(x) 
est une constante , on a 


*•{*)= 

<P "(*)=r(x)A; 
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substituons dans *f (x) , il vient 

yf( x ) = f"( X )h'+r[x)h>. 

Enfin , si l’on appelle (x) le second membre qui est un po- 
lynôme du premier degré , on aura 

*7(x) = A<J.(x) = <| »’(x)A = ri*)h'. 

Ainsi nous avons trouvé 

Lf( x ) = f(r)h + (^h'+C£lh\ 
vf(x)=r(x)h'+ri?)h', 

A*/(x) = n*)*‘. 


La différence troisième est constante. La seconde expres- 
sion peut être remplacée par une autre plus simple ; car on 
a par définition . . • ' 

AY(x — A) = A*/(x) — A’/(“T — A) t 
d’où l’on déduit 

A*/(x — A) = A*/(x) — AY(x — A) = H*)*’. 


Il en résulte finalement les relations suivantes : 

AY(x) = C(x)h\ 

vf{x-h) = r\x)h\ 


Nous remarquons que A* égale la différence troi- 
sième, que f"(x) A* égale la différence seconde antérieure, 
c’est-à-dire celle qui correspond àx — A, et que, pour trou- 
ver f(x)h , il faut de la différence première retrancher la 
moitié de la différence seconde antérieure, et le sixième de 
la différence troisième. 
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Supposons maintenant qne la raison de la progression 
arithmétique devienne dix fois plus petite , c’est-à-dire égale 

à^, et désignons par S les différences qui correspondent à 

cette nouvelle progression ; pour trouver ces nouvelles dif- 
férences , il suffira , dans les expressions précédentes , de 

remplacer la lettre a par o et h par — , ce qui donne 


* 71 *) : 


f"{x)h'’ à’/Ix) 


IOOO 


iooo 


r(x M_ 

' \ io / 100 100 




vw-q?+ 


îv ( x -^) , «•>(*) 


+ 


La comparaison de ces formules avec les précédentes nous 
donne les règles suivantes : 1 ° On obtient la nouvelle diffé- 
rence troisième en divisant par iooo l'ancienne différence 
troisième. 2 ° On obtient la nouvelle différence seconde an- 
térieure en divisant par ioo f ancienne différence seconde 
antérieure. 3" Pour trouver la nouvelle différence première , 
de l'ancienne différence première retranchez la moitié de 
l'ancienne différence seconde antérieure et le sixième de 
la différence troisième, divisez le résultat par îo et ajoutez-y 
la moitié de la nouvelle différence seconde antérieure et le 
sixième de la différence troisième. 

184. Exemple I. Appliquons cette méthode à l’équation 

f[x) = x* -f- 3x* — i^x-f- 5 = o. 

Cette équation a une racine comprise entre 0 et 1 ; pour 
calculer cette racine à un dixième près , nous supposerons 


Digitized by CbOOgle 


CHAP. VHI. RÉSOL. PilJM. DES ÉQUATIONS. 269 
que la raison de la progression arithmétique, qui était l’u- 
nité , devient égale à , et nous Tonnerons le tableau sui- 
vant : 


X 

U 

A 

A» 


— 0.1 



0,060 

0 

0 

0 

C 5 

o,0 

5,000 

— 1,669 

0,066 

0,006 

0,1 

3 , 33 1 

— 1 ,Go 3 

0,072 

0,006 

0,2 

1,728 

— 1 , 53 1 

0,078 

. 

o ,5 

0,4 

«M 97 
— i ,256 

— 1 ,453 


* - ' 


Nous supposons ici que, dans les formules de transfor- 
mation, x = o. En divisant par 1000 l’ancienne différence 
troisième 6, on a la nouvelle 0,006 ; l’ancienne différence 
seconde antérieure 6, celle qui correspond kx — — 1, divi- 
sée par 100, donne la nouvelle différence seconde anté- 
térieure 0,06, celle qui correspond à — 0,1. Si de l’an- 
cienne différence première — 10, on retranche 5 + i=4i 
c’est-à-dire la moitié de la différence seconde antérieure 6 
et le sixième de la différence troisième 6, on a — 1 7, valeur 
de f (0) ; divisant ce résultat par 10 et à — 1,7 ajoutant 
0, o 5 -fo,ooi = o,o 3 i, c’est-à-dire la moitié de la nouvelle 
différence seconde antérieure o, 06 et le sixième de la diffé- 
rence troisième 0,006, on a la nouvelle différence pre- 
mière — 1,669. Avec ce ^ a on P eut continuer le tableau. On 
voit que la racine est comprise entre o ,3 et 0,4. 

Si l’on veut obtenir cette racine à un centième près, on 
partagera l’intervalle de o ,3 à 0,4 en dix parties égales ; 

la raison de la progression arithmétique, qui était — , de- 

> 10 
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vient égale à ; on déduira donc les nouvelles difTé- 


100 


rences des précédentes d’après la règle énoncée. 




A 

0,39 






o,3o 

0, 197000 

—148909 

' o.3i 

0,048091 

— 148123 

o,3a 

— 0, 1 00032 j 



a* 


780 

786 


a» 


Les nouvelles différences renferment six chiffres déci- 
maux ; pour abréger nous les écrivons en transportant la 
virgule de six rangs vers la droite. La racine est comprise 
entre o,5iet o,3a. 

Pour avoir la racine à un millième près, on partagera 
en dix parties égales l’intervalle de o,3i à o,32, et des 
dernières différences on déduira les nouvelles d’après le 
même procédé. 




A 

A» 

A» 

0,309 



7860 

6 

0,3 10 

0,048091000 

—14847769 

78O6 


o,3i 1 

o,o33a4325i 

— 14809905 

787a 

>' * ( 

o,3ia 

o,oi84o35a8 

— i483ao5i 

7878 


o,3 1 3 

0,003571297 

—i48a4i53 



o,3 14 

— 0,011252856 





La racine est comprise entre o,3i3 et o,3i4. 

185. Exemple 11. Dans l’exemple précédent les racines 
ont été séparées par la substitution des nombres entiers ; 
mais il n’en est pas toujours ainsi. Dans ce cas on examine 
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dans quel intervalle sont situées les racines qui n’ont pas 
été séparées , et l’on partage cet intervalle en dix parties 
égales. Soit l’équation 

je* — jx -j- 7 == o. 

Le tableau de substitution des nombres entiers 


-4 

— *29 

3 o 

— 18 

6 

— 3 

1 

12 

— 12 

6 

— a 

i 3 

0 

— 6 

6 

— î 

i 3 

— 6 

0 

6 

o 

7 

— 6 

6 

« 

î 

1 

0 

12 


2 

1 

12 



3 

i 3 

• ; 




ne présente qu’un changement de signe, de — 3 à — 4 î 
il y a une racine négative dans cet intervalle; d’ailleurs, 
l’équation transformée eu — x n’ayant qu’une variation, 
l’équation proposée n’admet pas d’autre racine négative. 
La condition de réalité des racines (n° i6i) étant ici satis- 
faite, il en résulte que l’équation a deux racines positives, 
mais elles ne sont pas encore séparées. Tous les nombres 
entiers positifs donnent en effet au polynôme des valeurs 
positives ; on le reconnaît dès que x = î ; car lorsqu’on 
arrive à une ligne oblique composée de nombres positifs , 
les calculs suivants, consistant à ajouter les uns aux autres 
des nombres positifs , conduiront toujours à des résultats 
positifs. D’ailleurs la Valeur du polynôme pour x = i, et 
les différences correspondantes étant positives , le nombre 3 
est une limite supérieure des racines ; ainsi les deux racines 
positives sont comprises entre o et 3 et elles sont toutes les 


/ 
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deux situées dans le même intervalle ; il s’agit de voir dans 
lequel. Considérons pour cela l’équation 


3 j’ — 7 = 0, 


obtenue en égalant à zéro la dérivée du premier membre 
de l’équation proposée; nous savons (n° 160) qu’entre les 
deux racines positives de l’équation proposée , il y a une 

racine de la dérivée ; cette racine est la racine positive 

supérieure à. i,maisinférieureà 2. Mais l’intervalle qui com- 
prend les deux racines cherchées doit comprendre aussi la 



quantité 

est celui de 1 à 2. Afm de séparer les racines , nous parta- 
gerons cet intervalle en dix parties égales. 


i/ï, qui est située entre elles; donc cet intervalle 


°i9 



60 

» 

6 

1,0 

, 1,000 

- 36 0 

66 

6 

»>» 

o, 65 1 

— 3 o 3 

72 

6 

1,2 

0,328 

23 1 

78 

6 

t 

.,3 

°,°97 

— 1 55 

84 

6 

«.4 

— 0,036 

— 69 

9 ° 

6 

* 1 

1,5 

— 0, 1 25 

+ 2» 

9 6 

1 

6 


* 


■"H 

»,G 

1 

O 

c 

-P' 

117 

102 

6 


-f- o,oi 5 

2 lg 

108 

6 

.,8 

0,232 

327 

* *4 


1 >9 

0,559 

44 » 

. 



2,0 

1,000 

■ 




On voit que l’une des racines est comprise entre 1,3 et 
1,4, l’autre entre 1,6 et 1,7. 

Voici le calcul de ces deux racines à un centième près : 
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•>39 



780 


i,3o 

0, 0 97000 

— 18909 

786 

6 

i,5i 

0,078091 

— i8ia3 

79 a 

6 

i,3a 

0,059968 

—i733i 

79* 

6 

i,33 

0,042607 

—i6533 

804 

6 

1,34 

0,0:26104 

— 15729 

810 


i,35 

0,010375 

— '49*9 



i,36 

— o,oo4544 





[,a première racine est comprise entre 1 ,35 et i, 56 . 

Comme la seconde racine est beaucoup plus près de 1 ,7 
que de 1 ,6 , parce que la première valeur donne au polynôme 
une valeur absolue beaucoup plus petite que la seconde ; 
on abrégera les calculs en partant de 1,7 et rétrogradant 


«169 

— 0,003191 

16191 

1020 

6 

1,70 

-J- o,oi3ooo 

17211 




La seconde racine est comprise entre 1,69 et 1,70. 
186 . Exemple 111 . Considérons encore l’équation 
f[x) = x* + nx * — îoax + 181 =0. 
Substituons d’abord les nombres entiers: 


1 

293 

— lia 

22 

6 

0 

181 

— 9 ° 

28 

6 

1 

9 1 

— 62 

34 

6 

2 

29 

— 38 

40 

6 

3 

1 

+' »3 

46 


4 

i 5 

58 



5 

7» 


. 



L’équation transformée en — x n’ayant qu’une variation , 

18 . 
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l’équation proposée a une racine négative et une seule ; 
en prolongeant le tableau vers le haut , on verrait qu’elle 
est comprise entre — 1 7 et — 18. Les deux autres racines 
seront réelles positives , ou imaginaires. Les nombres en- 
tiers positifs donnent tous des résultats positifs ; car dès 
x = 5, on n’a que des nombres positifs à ajouter. Ainsi 
les deux racines positives, si elles existent, seront com- 
prises dans le même intervalle. Pour reconnaître cet inter- 
valle , on examinera les racines de l’équation 

f (ar) = 3-r’ -|- aax — 102 = 0, 

qui sont réelles, l’une positive, l’autre négative. La racine 
positive x! = — 11 ~j~ . v — 3,2a devant être com- 

ô 

prise entre les deux racines positives de l’équation pro- 
posée, on en conclut que, si l’équation proposée admet 
des racines positives , elles seront comprises entre 5 et 4» 
Partageons cet intervalle en dix parties égales : 


2 >9 



400 

6 

3,o 

1,000 

— o.f>99 

406 

6 

3,. 

o,3oi 

3 ' 

— 0,29 

4>2 


3,2 

0,008 

+ o,n 9 



3,3 

0,127 





Il est inutile de prolonger le tableau; car, arrivé à 5, 2, 
ou n’a que des nombres positifs à ajouter; ainsi il n’y a 
pas de changement de signe, et les deux racines sont en- 
core renfermées dans le même intervalle. D’après la valeur 
de x' cet intervalle est celui de 5, 2 à 5,5; nous le parta- 
gerons en dix parties égales : 
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- 

a, 19 



4120 

6 

3,20 

+ 0,008000 

— 6759 

4126 

6 

3,21 

-f- 0,001261 

— 261 3 

4 i 3 a 


. 5,22 

— o,ooi 33 a 

4 -i 5 ig 



3,23 

4-0,00016? 


■ ' , • 



Il existe effectivement deux racines réelles positives, l’une 
comprise entre 5,21 et 5,22 , l’autre entre 5 , as et 3 , 23 . 


187 . Remarque. Des considérations géométriques aident 
souvent à discerner l’intervalle dans lequel sont comprises 
les racines, lorsqu’elles ne sont pas séparées. 

Reprenons l’équation x s — 7X -j- 7 = 0. Construisons les 

ordonnées correspondant 
aux valeurs entières de la 
variable , et traçons une 
courbe par les points ainsi 
obtenus. La dérivée 
étant du second degré ne 
peut s’annuler que deux 
fois et la courbe ne pré- 
sentera qu’un maximum et 
un minimum. Le maxi- 
mum a lieu entre E et F ; 
Le minimum devra être si- 
tué nécessairement entre 
les points B et C ; donc c’est 
dans cet intervalle que- se- 
ront comprises les deux ra- 
cines réelles positives. 
L’emploi de la courbe ne réussit pas aussi bien par l’é- 
quation 

x 3 -f- 1 ix 1 — io"xx -f- 181 =0. 
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Si l’on trace la courbe , on voit que le minimum a lieu 
entre 2 et 5 ou entre 3 et 4 1 probablement entre 5 et 4 ; 
mais cependant on ne peut le décider d’une manière certaine. 
11 faut alors recourir aux racines de l’équation f{ x) = 0, qui 
dans tous les cas permettront de “décider immédiatement 
la question. 

188. Exemple IV. Soit l'équation 

/ , (x) = x 1 — ax t -\- 5 x — 7 = 0. 

La substitution des nombres entiers ne donne qu’un chan- 
gement de signe de 1 à 2. L'équation 

f'[x ) — 5x 5 — 4^r + 5 = o 

ayant ses racines imaginaires, l’équation proposée n’aqu’une 
racine réelle , et elle est comprise entre r et 2. 

Exemple V. L’équation 

f[x) — x } — 4 e * + — 7 — 0 


n’a pas de racine négative; la substitution des nombres en- 
tiers positifs ne donne qu’un changement de signe, de 
3 à 4- L’équation 

f[x) =■ Sx* — 8:r-f- 5 = o 
5 

a ses racines réelles « et Si l’équation proposée avait ses 
trois racines réelles , la plus petite racine 1 de la dérivée 
devrait donner un résultat positif, la plus grande ~ un 

O 

résultat négatif; la valeur du polynôme pour a: = 1 étant 
négative, on en conclut que l’équation proposée n’a qu’une 
r racine réelle, et cette racine est comprise entre 3 et 4. 
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2 77 


Exemple VI. La substitution des entiers dans le premier 
membre de l’équation 

f(x) = 8x’ — 1 ax* + Zx — * i = o 


ne donne qu’un changement de signe, de i à a . L’équation 


['(x) — o a ses deux racines, x 1 


a — v'a 2 + v ' 2 

- i\ ’ ~r~: 


réelles et comprises entre o et i . 11 faudrait substituer par 
dixièmes dans cet intervalle; si le nouveau tableau ne pré- 
sente pas de changement de signe il faudrait substituer par 
centièmes dans l’intervalle qui comprend x', et ainsi de 
suite. Mais on s’expose ainsi à faire une longue suite de 
calculs inutiles, si on n’arrive pas à un changement de 
signe, et après lesquels il serait impossible de rien con- 
clure. Il vaut mieux simplifier d’abord l’équation , en faisant 
disparaître le terme du second degré , et y appliquer le 
caractère de réalité des racines. Pour opérer cette simple 

lication , on remplacera x par x ^ ; l’équation devient 



o. 


La condition de réalité n’est pas satisfaite , ainsi l’équation 
proposée n’a qu’une racine réelle. 


Equations d’un degré quelconque. 

1 89. La méthode , dont nous venons de faire usage pour 
calculer avec une approximation plus ou moins grande les 
racines d’une équation du troisième degré, s’applique aux 
équations d’un degré quelconque. Après avoir substitué 
les nombres entiers * on partagera en dix parties égales 
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les intervalles dans lesquels se trouvent les racines , puis en 
dix parties égales les nouveaux intervalles et ainsi de suite. 

Nous allons établir les formules générales au moyen 
desquelles on peut des anciennes différences déduire les 
nouvelles. Soient h et h' les racines des deux progressions 

arithmétiques, k leur rapport — ; nous désignons par a les 

différences qui se rapportent à la première raison h , par ê 
celles qui se rapportent à la nouvelle*raison h'. La fonction 
entière du degré m peut être considérée comme déterminée, 
soit par les valeurs qui correspondent itn + i termes 

x „, x „ + h, x 0 + afc, x 0 -f- mh 

de la première progression , soit par celles qui correspon- 
dent à m 4 - 1 termes 

x o + h ’> + , x„ + mh' .• 

de la seconde; elle sera donc représentée par l’une ou 
l’autre des deux formules 


x— x„ 


u = u„ 


x — x 0 ^ x— x 0 ^ A X 



h • V h / î.a m 

M=u »+— 1 "•+—(-? — ‘hr- 

X — x„ /X— x # 

+“T“ \-JT ~ m + ') 77“ m- 


_ /p ___ J. 

Si l’on pose pour abréger = s, d’où — 2 = ^ , 


X X, 

~h 

ces deux formules deviennent 
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( 2 ) 


. . , , A ! u„ 

“ = «o + SAU 0 + Z(5— |) 2 

V Ï.2 

-f Z(Z — l) (Z — TO-f l) 

i.a . ... m 



Ces deux expressions représentant le même polynôme , 
si on les ordonne par rapport aux puissances de la variable 
z , les coefficients des mêmes puissances de z doivent être 
égaux de part et d’autre : en égalant ces coefficients , on ob- 
tiendra des relations entre les anciennes différences et les 
nouvelles , qui permettront de calculer ces dernières au 
moyen des premières. 

190. Supposons, par exemple, qu’il s’agisse d’une équa- 
tion du quatrième degré; les formules (î) et ( 2 ) se rédui- 
sent à 

u = u 0 H- ziu 0 + z(z - .) -^2 + z(z — 1 X* - 2) 


+ Z(z— «)(* — 2 )(* — 3) 


A* U„ 


M = M „ + * 8u#+ i 


2.5.4’ 


+îG-)G-)(HîSï 


L’identification donne les relations 
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8’ _ 8» -f Ü8 l = jfc’ (a 1 — A s + — A*), 

12 \ 12 / 

ï 2 + 3 4 * \T 2 + 3 4/* 

Ces équations sont du premier degré ; la première don- 
nera la seconde o*, etc. 


191. Exemple VIL Appliquons à l’équation du quatrième 
degré 


x* — 5x s — 7X* + »5x + 3 = o. 


Le tableau de substitution des nombres entiers 


A 


2 

î 

— 14 

' L.* ^ 

1 

— i3 

+ >6 

0 

+ 3 

+ 4 

1 

+ 7 

— 26 

2 

— '9 

— 5o 

3 

— 69 

- 44 

4 

— n 3 

+ «6 

5 

— 97 

+ '54 

6 • 

+ 57 

394 


A’ 

A s 

A* 

3 o 

— 42 

24 

12 

— 18 

24 

— 3 o 

6 

24 

— 24 

3 o 

24 

6 

54 

24 

Go 

?» 

24 

i 58 

102 

24 

240 

126 

24 

366 

i 5 o 

24 


montre que l’équation a deux racines positives : une entre 
i et a , une autre entre 5 et 6; comme elle ne présente que 
deux variations, elle n’a pas d’autre racine positive. 

Pour obtenir ces deux racines à moins d’un dixième , 
nous partagerons chacun des deux intervalles en dix par- 
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lies égales, et nous calculerons les nouvelles différences 
au moyen des formules précédentes. 



La première racine est comprise entre 1,4 et i,5. 

La seconde étant plus près de 6 que de 5 , nous effectue- 
rons le calcul en remontant. 



5,7 

— » 9- 3 949 

' 9 > 9°45 

a,l 570 

1104 

34 



5,8 

10,6096 

23 ,o 6 l 5 

2,3674 

1 128 

24 



5,9 

33,671 1 

34,3289 

a, 38 oa 

1 i 5 a 

24 



6,0 

37,0000 

26,7091 

3,4954 

1 176 

24 





A 

A* 

A» 

A‘ 



Cette seconde racine est comprise entre 5, y et 5,8. 

L’équation proposée a d’ailleurs deux racines négatives : 
une comprise entre o et — i , l’autre entre — t et — a. On 
la calculerait de la mênje manière. 

192. Exemple VIII. Appliquons encore à l’équation du 
quatrième degré 

f[x) = 8 a;‘ — 4 or 3 -{- 57 X* — l\ox + 49 = o. 

La transformée en — x n’avant pas de variation, l’équa- 


ï ' 
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tion n’a pas de racine négative ; elle peut avoir o , ou 2 , ou 
4 racines positives. La substitution des nombres entiers po- 
sitifs 



ne présente pas de variation. L’équation 

f (x)— fox* — 1 2ox* -(- 1 1 4 *r — 4 o=o 
n’a qu’une racine réelle, et elle est comprise entre 2 et 3 . 
On en conclut que l’équation proposée ne pourra avoir au 
plus que deux racines réelles positives et , si elles existent , 
elles seront comprises entre 2 et 3 . On partagera donc cet 
intervalle en dix parties égales. 





A 

A* 

A 3 

A* 



2,0 

5,oooo 

— 3,4852 

335 2 

1728 

192 




i,5 148 

— 3,i5oo 

5 080 

1920 

192 



2,2 

— 1 ,6352 

— 2,6420 

7000 

2112 

192 



2,3 

— 4,2772 

— 1,9420 

9112 

a3o t 

192 



3,4 

—6,2192 

— i,o 3 o 8 

«1,1416 

2496 

192 



2,5 

— 7,25oo 

0,1 108 

1,3912 

2688 

192 



2,6 

— 7,1392 

1,5020 

1,6600 

2880 

192 



3,7 

— 5,6372 

3,1620 

1,9480 

5072 




2,8 

— 2,4752 

5,noo 

1,2552 





3,9 

2,6348 

7,3652 

. • 





3,o 

1 0,0000 
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Ainsi l’équation a deux racines réelles positives, comprises, 
l’une entre 2,1 et a, s , l’autre entre a, 8 et 2,9. 

RECHERCHE DES RACINES DUNE ÉQUATION TRANSCENDANTE. 
LORSQU’ON A SUBSTITUÉ DES NOMBRES ÉQUIDISTANTS ET ASSEZ 
VOISINS POUR QUE LES DIFFÉRENCES DES RÉSULTATS PUISSENT 
ÊTRE CONSIDÉRÉS COMME ÉGALES A PARTIR D’UN CERTAIN 
ORDRE, ON CONTINUE L’OPÉRATION COMME s’iL s’ AGISSAIT 
D’UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE. 

193 . Exemple IX. Soit l’ équation 
io r = a 57 x. 

Si l’on prend les logarithmes vulgaires des deux mem- 
, bres, cette équation devient 

f(x) = x — (logx-f- log a 5 y) = x — (logx-)- 2,4099551a) = o. 

f 

Substituons d’abord à la variable# les nombres entiers o, 
1 , a, 5 , .. . , en nous bornant à reconnaître le signe d ef(x) sans 
faire de calcul. Pour x = o, logx = — co ; donc /"(.r = 4 "«. 
Pour x — ' 1, log 1 = o, f(\) < o. Ainsi il y a une première 
racine comprise entre o et 1 . Pour x = 2 , la parenthèse étant 
supérieure à 2 , on aura encore évidemment f( 2) < o. Si 
l’on ajoute le logarithme de 3 , qui est 0,477, au nombre 
constant 2,409, on voit de suite que l’on aura un résultat 
plus petit que 3 ; donc f\ 3 ) > o. Ainsi il y a [une seconde 
racine entre 2 et 3 . L’équation proposée n’a pas d’autre ra- 
cine réelle , car l’équation 

n*)=.-i = 0 

x 

n’a qu’une racine * = 1. 
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Proposons de calculer la racine comprise entre s et ô , 
d’abord à un dixième. On substituera à x les valeurs suc- 
cessives 2,1, 2,2, Mais on peut diminuer beaucoup le 

nombre des substitutions. Le logarithme de 2,1 est 0,322 ; 
ajouté à 2,409, il donne 2,78; il en résulte que x = 2,7 
donnera encore un résultat négatif. Il suffit de lire les deux 
premiers chiffres des logarithmes de 2,8 et de 2,9 pour 
voir que x— 2,8 donnera un résultat négatif, 2,9 un ré- 
sultat positif. Ainsi la racine est comprise entre «,8 et 2,9. 

Cherchons-la maintenant à un centième. Le logarithme 
de 2,81 ajoutée à 2,409 donne 2,85; il en résulte que 2,85 
donnera encore un résultat négatif. Essayons 2,86 ; le lo- 
garithme de 2,86 ajouté à 2,409, donne 2,886; le résultat 
est négatif. Le logarithme de 2,87 ajouté à 2,409 donne 
2,867 ; le résultat est positif. Ainsi la racine est comprise 
entre 2,86 et 2,87. 

Calculons-la à un millième. Le logarithme de 2,861 
ajouté à 2,4099 donne 2,866 ; on en conclut que 2,86 donne 
encore un résultat négatif. On essayera 2,867 et 2,868; le 
premier donne un résultat négatif, le second un résultat 
positif. Ainsi la racine est comprise entre 2,867 et 2,868. 
O11 continuerait de la même manière avec une égale fa- 
cilité. 

194. Exemple X. Résoudre l’équation 


ou 


e* = io.c, 

x — (Lr -}- L10) = x — (Lr -j- 2,30258 ) = o. 


On se servira de la table des logarithmes népériens ou 
hyperboliques qui, dans les tables de Callet, suit la table 
des logarithmes vulgaires. En substituant les nombres en- 
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liera, on reconnaît, comme dans l’exemple précédent , que 
l’équation a deux racines réelles, et comprises, l’une entre 
o et 1 , l’autre entre 5 et 4- 

Proposons-nous de calculer cette dernière à un dixième 
x < - ■ 

près. Si l’on pose x = — , l’équation devient 
.t' — » oLr ’ = o, 

et la question revient à calculer à une unité près la racine 
de cette dernière équation comprise entre 5o et 4o. En sui- 
vant des yeux la table des logarithmes hyperboliques de 3o 
à 4o et déplaçant [>ar la pensée la virgule d’un rang vers 
la droite, on voit que le résultat reste négatif jusqu’ 
.r’ = 35, et qu’il devient positif pour a' =56. Donc la ra- 
cine est comprise entre 5,5 et 5.6. 

et ' 1 

Pour la calculer à un centième près, on posera x' = — ; 
l’équation devient 

x" -)- iooLio — îooLr" — x" -f- 2Ôo,a58 — îooLr" = o . 

etl’on essayeraentre55oet36o. Comme iooL55i=5iS6, 078, 
on voit que le résultat sera encore négatif pour ,x = 355. 
Puisque iooL556 = 587,49, le résultat sera encore négatif 
pour x = 557. Mais a: = 558 donne un résultat positif. 
Donc la racine est comprise entre ô,5y et 3,58. 

195. Exemple XI. Soit l’équation 

e® — e~‘ = ax, 

» \ 

que l’on a à résoudre dans le problème de la chaînette, 
c’est-à-dire lorsque l’on cherche la forme d’équilibre d’une 
chaîne pesante. Prenons a = 1 s, 54- 
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Si l’on pose i/=e *, z = e ", l’équation s'écrit 

u — y — z — ia, 54 Xar=o, 

et l’on calculera y et : par les formules 

log y = x log e= 0,434*9 448 X x, 
log z — — log y ; 

On remarque que log e est le module M des logarithmes vul- 
gaires. 

L’équation est vérifiée par x=o; mais elle admet, en 
outre, une racine positive que nous nous proposons de déter- 
miner. La valeur x— \ donne évidemment un résultat né- 
gatif. Pour x = 2 , on a y< g, et par conséquent u<o. Si 
l’on fait le calcul pour les nombres suivants , on trouve 

x = 5, y = 10, w=— 17, 
x—(\, y = 55 , « = -{- 5 , 

La racine est comprise entre 5 et 4 » et elle est beaucoup 
plus près de 4 que de 5. Dans ces premiers calculs , on peut 
négliger 2 et les décimales. 

Essayons en rétrogradant : 

• x = Z,g, y =49,402, 2 = 0,020, u = o, 4 ;G 
x = 3 , 8 , y = 44,701, 2 = 0,022, «= — 2,973. 

La racine est comprise entre 3,8 et 3,9, et elle est 
beaucoup plus près de 0,9 que de 3,8. On partagera de 
même cet intervalle en dix parties égales : 

x = 5 , 8 g, # = 48,9109, 2 = 0,0204, « = 0,1089, 
a; = 3 , 88 , # = 48,4242, 2= 0,0207, «= — 0,2416. 

La racine est comprise entre 3,88 et 3,89. 
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Partageons cet intervalle en dix parties égales et essayons 
encore en rétrogradant : 

x = 3,889, y = 48,86200, z = 0,02047, « = 0,07347 

x = 3 , 888 , y = 48 , 8 i 3 iG, s = 0,02049, u ~ o,o37i5 

x = 5 , 887 , y = 48,76437, * = 0,02051, u — 0,00086 

x = 5 , 886 , y — 48,7 > 557 , * = o, 02 o 53 , u — — o,o 554 o. 

Pour effectuer rapidement les calculs, ii faut avoir soin 
de construire d’avance des tables contenant les produits du 
module M et du nombre 12,54 P ar les neuf premiers 
nombres. La racine est comprise entre 5,886 et 3,887. 

Si l’on prend les différences des valeurs de la fonction, on 
voit que les différences secondes sont constantes. 


X 

U 

A 

A‘ 

3,886 

— o,o334o 

3626 

5 

3,887 

0,00086 

5629 

5 

5,888 

0,0571 5 

3632 


5 , 88 f) 

0,07347 




Ainsi on pourra continuer le calcul comme s’il s’agissait 
d’une équation du second degré ; mais nous reviendrons 
plus tard à cette question. 

11*6. Exemple XII. La détermination du mouvement 
d’une planète ou d’une comète autour du soleil se ramène à 
la résolution de l’équation 

u — esin m = Ç, 

dans laquelle la •lettre Ç désigne un angle donné, u un 
angle cherché, e l’excentricité de l’orbite divisée par sin 1". 
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Quand on obtient cette équation , ç et u désignent des 
longueurs d’arcs, e l’excentricité : on la transforme en 
changeant les arcs en angles. Soit x le nombre qui mesure 
la longueur d’un arc, le rayon étant pris pour unité; on 
sait que , dans la construction des tables trigonométriques , 
la longueur de l’arc d’une seconde a été prise pour le sinus 


SC 

de l’angle d’une seconde; le quotient „ exprimera donc 

combien l’angle qui correspond à l’arc x contient de fois 
l’angle d’une seconde. Ainsi , pour transformer un arc en 
angle, l’angle de 1" étant pris pour unité, il suffit de le di- 
viser par sin i". Si donc on divise par sin 1" tous les termes 
de l’équation 

u — e sin u — Ç , 

on obtient l’équation 


sin i 


sin i 


: sin u = 


Ç 


sin i 


Quand il s’agit des planètes dont les orbites ont, en gé- 
néral, des excentricités très - petites , on peut résoudre 
l’équation par la méthode des approximations successives. 
Écrivons , en effet , l’équation sous la forme 

u = Ç -f-esinu. 

En négligeant le second terme du second membre , on a une 
première valeur approchée 

»o = ï- 

Substituant cette valeur dans le second membre , on a une 
seconde valeur 

u, = Ç -fesin G 

plus approchée que la première. Substituant cette seconde 
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valeur approchée dans le second membre, on a une troisième . 
valeur encore plus approchée 

«, = Ç -f- esintA,, 

et ainsi de suite. 

Prenons C = 62°28' 54", 6 et l’excentricité 0,01679226 de 
l’orbite terrestre. On cherche d’abord 

, logo,o 1679226 „ 

l0| ' , =— Eiar?- “ J ’ 5 ' 95343 ’ 

qui servira dans tout le cours du calcul. Calculons par loga- 
rithmes la première correction e sin ç : 

log e = 5,559.5345 
log sin l = 1,9478572 ; . 

logo°5i' 11", 8... = 3,4875 oi5 1 

esin Ç = 0° 5i' 1 1”,8 ; u, = 63° 20' G", 4- 

Calculons de même la seconde correction e sin m, — e sin ç : 

loge = 5, 5395345 
logsinu, = 1,9311658 

logo°5i'35", 3 ... =3,4907001 
esinw, — esinÇ= a3”, 5; u s =63°ao'29'',9. 

Calculons ensuite la troisième correction esinw, — e sin m, : 

log e = 3,5395343 
logsin «. = 1 ,95 1 1906 

lngo 0 5i'35”, 5...= 5,4907249 

esin u, — esin u, = o", a.; m, = 63° 20' 3o”, 1 . 

\ '• ‘ 

On voit que les corrections deviennent de plus en plus 
petites; la correction suivante n’aurait pas d’influence sur 

19 
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les dixièmes de seconde. Le calcul se fait très-rapidement, 
parce qu’on se sert toujours de la même partie des tables. 

AYANT OBTENU, AVEC UN CERTAIN DEGRÉ D'APPROXIMATION, 
UNE RACINE d’üNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE OU TRANSCEN- 
DANTE, EN. APPROCHER DAVANTAGE PAR LA MÉTHODE DE 
NEWTON. — USAGE DES CONSTRUCTIONS GRAPHIQUES POUR 
L'APPLICATION DE CETTE MÉTHODE; 

Méthode par interpolation- 

IH 7 - Quand on a obtenu une racine d'une équation avec 
, un certain degré d’approximation , on peut en déduire aisé- 
ment une valeur beaucoup plus approchée. La méthode la 
plus simple est celle d’interpolation. Soit u — f(x) le pre- 
mier membre de l’équation , on a trouvé deux valeurs x 0 et 
qui comprennent une racine. Reprenons la for- 
mule (C) du n° 1 79 

u = “o + T A «„ + a A ? U 0 + . .... 

x x * v 

obtenue en posant — ^- # = z. Nous cherchons la valeur 

de x ou de z qui annule la fonction ; nous aurons donc pour 
déterminer z l’équation 

(Il o = «„ + z±u 0 + • Vti 0 

que l’on résoudra par approximations successives. En effet , 
la raison h étant très-petite, les différences successives di- 
minuent très-ra pidement ; si l’on néglige les différences d’un 
ordre supérieur au premier, l’équation se réduit à 

j . 
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d’où l’on déduit la v aleur approchée 



L’ équation ( 1 ) étant mise sous la forme 

L 



si l’on remplace dans la parenthèse s par la valeur ap- 
prochée que nous venons de trouver, on obtiendra une 
seconde valeur plus approchée que la précédente, et ainsi 
de suite. 


Méthode de Newton. 


198. Posons x=x 0 -\- «, a étant plus petit que h, et déve- 
loppons f (x n -f- *) suivant la loi connue , 

f[x „ + «) =/(*„) + r w " + n* »! — h ; 

nous aurons pour déterminer l’inconnue « l’équation 

(a) “ = lïï.)+f( J, o) 1 +rW — + 

L’inconnue a étant une quantité très-petite , on pourra 
négliger les puissances supérieures à le première , ce qui 
réduit l’équation à 

oj — 

on en déduit la valeur approximative 

/>•)’ 
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On peut écrire l’équation (2) sous la forme 


fi*.) 


r(*«) 


..rçifi! 


n*.) 


« + 


]• \ 


Les termes de la parenthèse étant très-petits à partir du 

f”i x ) 

second , l’erreur commise est à peu près égale à > a * » 

2r(x # ) 


la quantité 


r(*„) 


est ordinairement plus petite que l’unité 


*/*(* 0) 

et par conséquent l’erreur commise moindre que «*. Ainsi 
l’application de cette méthode double en général le nombre 
des chiffres décimaux exacts ; par exemple , si h est moindre 
que 0,001 , l’erreur commise sera en général moiudre que 
0,000001 ; on connaissait la racine avec trois chiffres déci- 
maux exacts ; on l’a maintenant avec six chiffres décimaux. 
On peut répéter l’opération plusieurs fois , en se servant de 
la valeur donnée par une première opération pour en dé- 
duire une valeur encore plus approchée, etc. 


Emploi simultané des deux méthodes. 

199 . Il est très-avantageux d’employer simultanément 
les deux méthodes, de manière à ce que l’une donne un 
résultat trop petit , l’autre un résultat trop grand ; la valeur 
exacte de la racine étant alors comprise entre les deux , on 
sait au juste l’approximation sur laquelle on peut compter. 

Représentons par deux ordonnées AC et BD les valeurs de 
signes contraires du polynôme pour x — x 0 et x — x 0 + /t , 
et traçons la courbe du point C au point D. Cette courbe 
coupe l’axe OX en un point M qu’il s’agit de déterminer. 
Nous allons faire voir que la méthode d’interpolation par 
parties proportionnelles consiste à remplacer l’arc de 
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courbe CMD par la corde CD ; tandis que la méthode de 
„ „ Newton revient à me- 

ner la tangente CQ au 
point C. 

En effet, par le point 
D traçons une parallèle 
DE à l’axe OX ; on a Au„ 
= BI) -f- AC = CE ; les triangles semblables ACP, CED, 
donnent 



CA 

CË’ 


d’où 


AP 
AB 

z _ AP_ _ 


^Un 


AP 

Car, la quantité — est ce que nous avons appelé s. 

D’autre part, on sait que la tangente trigonoinétrique 
de l’angle CQX que fait la tangente «à la courbe avec 
l’axe OX est égale à f'{x 0 ). Le triangle rectangle CAQ 
donne 

AC 


on a donc 


AQ = AC,cotCQA = — 


AQ: 


/I*») 


fto) 

AO 

Si nous appelons le rapport , nous aurons 

AQ__ |*o_ ' ’ 

h hf(x t )' 

Ceci revient à prendre pour unité l’intervalle h- 
On voit sur la figure que le point M est situé entre les 
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points P et Q, et par conséquent que la vraie valeur OM de 
la racine est comprise entre les deux valeurs approchées 
OP et OQ. En d'autres termes l’une des corrections est trop 
grande , l’autre trop petite. 

200. Appliquons à l’équation du troisième degré 

-f- 3x* — 17 a; -f- 5 = o 


dont nous avons calculé la plus petite racine positive à un 
millième près (n° 1 84) • Supposons d’abord que nous n’ayons 
pas été plus loin que les dixièmes par les différences ; nous 
aurons les deux corrections 



*97 


i,453 


0,1 355 


0,197 , 

-—^ = 0,1019 
',490 


Nous remarquons que . lorsqu’il s’agit d’une équation du 
troisième degré, le second diviseur hf(x 0 ) se déduit très- 
facilement du tableau des différences , comme nous l’avons 
fait remarquer au n° 1 83 ; de la différence première — 1 ,455, 
il suffit de retrancher la moitié de la différence seconde 
antérieure. 0,078 et le sixième de la différence troisième 
0 , 006 . Nous avons ainsi deux valeurs approchées z et z’, 
la première par excès, le seconde par défaut; si l’on prend 
la moyenne 


il est aisé de voir que l’erreur commise est moindre que 
la demi-différence 



o,uo 18 
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En effet, si l’on appelle Z la valeur exacte de la correction , 
s et t les erreurs ; on a 


d’où 


z = Z + i, 
x'=Z— i'; 


Z -|- z! v , e — tl, z — Z ' _ e -f- e 
1 — ■— * i — > — " — " — — 7 — • 


Ainsi la différence entre la vraie valeur Z et la moyenne 
est moindre que — . Nous adopterons ainsi la va- 

leur 

Z = o, i 3 


approchée par défaut. Dans le calcul précédent , nous avons 
pris le dixième pour unité; la correction est donc o,oi3 et 

nous avons la première racine o,3i3 avec trois chiffres 

✓ 

décimaux exacts , par défaut. 

Nous avons poussé le calcul de cette première racine 
jusqu’aux millièmes par les différences. Si l’on applique 
alors les deux modes de correction , on trouve 


3571297 
i48s4>53' 
357 1 297 
14828093 


0,34097 
: 0,34085 


on prendra 


Z = 0,2409, 


ce qui donne la racine o, 5 132409 avec sept décimales exactes. 

201 . Nous avons supposé dans ce qui précède que x 9 est 
une valeur de la racine approchée par défaut ; les mêmes 
raisonnements et les mêmes formules s’appliquent au cas 
où elle est approchée par excès; il suffit de rendre h néga- 
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tive. Pour effectuer la correction, on partira de la valeur que 
l’on présume être la plus approchée. 

Appliquons à l’équation du troisième degré 

x*—yx + 7 = o, 


dont nous avons calculé les deux racines positives à un 
centième près (n“ 1 85 ) . Pour la première , nous partirons de 
la limite supérieure i .36 faisant h = — o,oi ; nous aurons 


x = — 


4544 
>49'9 
4544 . 

i 45 1 2 


— o,3o3 

: — 0 , 3 l 3 



on prendra Z == — o, 5 i , ce qui donne la première racine 
i,356(j ^vec quatre chiffres décimaux exacts. Pour la 
seconde, on partira au contraire de la limite inférieure 
1,69. 

Appliquons à l’équation du quatrième degré 


• , . 

x ‘ — 5x s — 7 #’ -f- i5x -f 3 = o, 

dont nous avons calculé les racines positives à un dixième 
près (n° 191). Pour la première, nous partirons de la limite 
inférieure 1,4. 


x 


z 


0,4016 

2,464* 


= o,i63 ; 


0,40 16 _ 
3, 3024 
Z =0,17, 


o, *74 

x= 1,417. 


2 U 2 . Nous avons calculé la racine de l’équation trans- 
cendante 
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à un millième près (n* iqô), et nous avons trouvé qu’elle 
est comprise entre 5 , 88 f> et 3 , 88 -, mais plus rapprochée 
de ce dernier nombre que du premier. Nous avons vu que 
la différence seconde est constante au degré d’ approxima- 
tion où l’on peut aller avec les tables ordinaires de loga- 
rithmes. On aura donc , pour effectuer la correction , l’équa- 
tion du second degré 


d’où 


O = «„ + SAU 0 + ~~ A’U 0 , 


x= u 0 z(z— l) A 






Une première valeur approchée de z est 


‘=is =0 ’ 976a8 


La correction — — — est moindre que 

2 au 0 

aura la racine avec sept décimales exactes 


; ainsi on 

10 


X = 3,8869763. 


Exercices : 


Question 1 . Partager un hémisphère en deux parties 
égales par un plan parallèle à la base de l’hémisphère. On 
calculera l’inconnue à moins d’un millième en prenant le 
rayon de la sphère pour unité. 

Question II. Déterminer les dimensions d’un cylindre 
ou d’un cône circulaire droit dont on connaît la surface 
totale et le volume. — On fera une application numérique. 

Question III. Déterminer les arêtes d’un (>arallélipipède 
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rectangle , connaissant la diagonale , la surface totale et le 
volume. 

Question IV. Déterminer les côtés d’un triangle rec- 
tangle, connaissant la somme des deux côtés de l’angle 
droit , et le volume qu’engendre le triangle en tournant 
autour de l’hypoténuse. 

Question V. Calculer à moins d’un millième près la 
plus petite racine positive de l’équation x tang. x == 1. 

Question VI. On a trouvé, pour l’écoulement des eaux 
dans les tuyaux de conduite, la formule empirique 

Q = a 1,045 v D a j — 0,01961)’ , 

dans laquelle D représente le diamètre du tuyau en mètre , 
j la pente par mètre , Q la dépense par seconde en mètres 
cubes. Calculer le diamètre qu’il faut donner à un tuyau 
pour que sous une pente donnée il fournisse une quantité 
d’eau déterminée. — On emploiera la méthode des approxi- 
mations successives à cause de la petitesse du second coef- 
ficient. 
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CHAPITRE IX. 

DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES 
EN FRACTIONS SIMPLES. 


' F (x) 

TOUTE FRACTION RATIONNELLE EST DÉCOMPOSABLE EN 

f{*) 

UNE PARTIE ENTIÈRE ET EN DIVERSES FRACTIONS SIMPLES. 
— LA DÉCOMPOSITION NE PEUT SE FAIRE QUE D’UNE SEULE 
MANIÈRE. — MOYENS DE I.’EFFECTUER QUAND ON CONNAÎT 
LES FACTEURS BINOMES QUI DIVISENT LE DÉNOMINATEUR f(x). 

203. On appelle fraction rationnelle une fraction algé- 
brique dont les deux termes sont des polynômes entiers 

F (x) 

d’une même lettre x. Soit -r~~ une fraction de cette forme. 

. . M 

Nous pouvons toujours supposer cette fraction Irréductible , 
car, si les deux polynômes avaient des facteurs binômes com- 
muns, on les supprimerait. Lorsque le numérateur sera 
d’un degré plus élevé que le dénominateur, on ellectuera 
la division en ordonnant par rapport aux puissances dé- 
croissantes de x , ce qui donnera un quotient entier et une 
fraction ayant son numérateur d’un degré moins élevé que 


< 
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le dénominateur. Laissant de côté cette partie entière, noos 

F {xi 

avons à considérer une fraction irréductible dont le 

fi*) 

numérateur est d'un degré moins élevé que le dénominateur. 
Nous désignerons par m le degré du dénominateur, le nu- 
mérateur étant au plus du degré m — , 1 . 


Cas des racines inégales. 

• * i . • 

204. Supposons d'abord que l’équation /(x) = o n’ait 

pas de racines égales. J’appelle o, 6, c, h, k , les ni 

racines de cette équation , et je pose 

l\x) = {x — a)f i {x) 

Je remplace x par a -f- (x — a), et, regardant x — a comme 
un accroissement, je développe les deux polynômes F(x) 
et (x) suivant les puissances croissantes de x — a , 

F(x) = F(« 4- x — a) =F(o) + F'(rt) — - + ....., 

ft {*) — /i(® +*—«) = /“.(«) + /» + 


Je divise le premier polynôme par le second , en ordon- 
nant le quotient par rapport aux puissances croissantes 

de x — a ; le premier terme du quotient est ; j’ap- 
pelle A ce premier terme; en multipliant le diviseur par A 
et retranchant le produit du dividende, on a un reste qui 
ne contient plus de terme constant ; si l’on met x — a 
en facteur commun, ce reste peut être représenté par 
(x — o) F,(x). Du dividende, qui est au plus du degré tn — i, 
on retranche le produit A (x) qui est du degré m— i , et l’on 
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met x — « en facteur , le polynôme F,(x) est donc au plus 
du degré m — s. J’arrête la division à ce premier terme ; le 
dividende étant égal au produit du diviseur par le quotient, 
plus le reste , on a 

(.) F(x) = Af, (x) -f- (x — a) F, (x) . 

En divisant les deux membres par f (x) ou par (.r — <i) f t (x) , 
il vient 

A | F ,(x) ' - ■ . 

. f( x ) x — a^~ /■,!»' . . . 


Ainsi la fraction proposée est égale à une première fraction 

simple ^ -- , plus une fraction rationnelle de même 

forme que la première , mais d’un degré moins élevé. Le 
dénominateur f t (x) est en effet du degré ni — i, le nu- 
mérateur F, (x) au plus du degré m— a. Celte nouvelle 
fraction est d'ailleurs irréductible comme la proposée ; car 
si les deux termes avaient un facteur binôme commun , ce 
ne pourrait être que l’un des facteurs de f t (x) , par exemple 
x — b; ce facteur, divisant les deux parties qui composent 
le second membre de l’équation (i), diviserait leur somme 
F (x), ce- qui est impossible, puisqu’on a supposé qu'au- 
cun des facteurs de f (x) ne divise F (x). 

Les mêmes raisonnements s’appliquent à la fraction 
F (xl 

f'[W si lon pose ^ ^ ~ ^ x ~ ^ ^ 011 aura 

F,(x) = H F,(x). 
f t (x) X b ' fi[ x ) 

F ' 

la nouvelle fraction -r*-— est aussi irréductible , son dé- 
fi (*) 
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nominateur du degré m — 2 , son numérateur an plus du 
degré ni ô. 

De même 

W = 'c ,'W. • 

f,[x) a-c^f^x)’ 

en continuant de cette manière, on arrivera enfin à une 
fraction du premier degré 

F m _,(x) _ K 

/ m_ | i X X k 

Si l’on ajoute toutes ces égalités, les fractions intermé- 
diaires disparaissent , et l’on a 

F(ar) A B K 

f\x) x — a ' x — ï x — k' 


Ainsi la fraction rationnelle est dècomposable en une somme 
•le fractions simples, ayant respectivement pour dénominateurs 
les facteurs simples qui composent le dénominateur de la frac- 
tion proposée et pour numérateurs des constantes. 


205. Je dis maintenant que la fraction proposée nest 
dècomposable qu'en un seul système de fractions simples. 
On démontre, en effet, que deux systèmes de fractions 
simples 


A 


x — a 


+ 


li 

x — b 


K 


x — k' 




K' 


x - k’ 


égaux pour toutes les valeurs de x , sont identiques. Multi- 
plions par .r — a , il vient 
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• * * * ê ‘ * 

Si l’on fait x— a , le premier membre se réduit à A, tandis 
que le second membre s’évanouit; il faut donc que l’un 
des dénominateurs du second système soit égal à x - — a; 
supposons , par exemple , a! — a; alors on a 

] , 

= *•+(*-' ■)[ï=s + î=î;-4 

et si l’on fait x = o , on en déduit A'= A. Ainsi la fraction 

A 

- — - du premier système fait partie du second. Suppri- 
mons ces deux fractions égales, il reste deux systèmes 
égaux 

« , c •_ jl_ i y 

X — h' X — .T — . 1' X — c' 

On démontrerait de même que la fraction - ^ ■■ du premier 

appartient au second, et ainsi de suite. Alors les deux sys- 
tèmes sont identiques. 

206 Calcul des numérateurs. Nous avons trouvé 


A = 


/,(•) 


Le premier numérateur A est la valeur de la fraction 

F(-e) . , . 

/■(*) \ 


m 


quand on y fait x — a. 

De même le second numérateur B est la valeur de la 
fraction 
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F(t) 



quand on y fait x — b, etc. 

On peut aussi calculer ces constantes au moyen de la 
dérivée de la fonction ft x). En effet , nous avons posé 

f(x) = {x— a)fjx) ; 

si l'on prend les dérivés des deux membres , il vient 

/ « • * » . 

et, en faisant x — a. 


A«)=r,(«)- 


On en déduit 

- 

. • f ■ 

A _^o 

n«r 

On aura de même 


R F(6) 

B - m’ 

r _ F (c) 


Ainsi les numérateurs des fractions simples sont les diverses 
* F (x) 

valeurs que prend la fraction » quand on y remplace 

successivement x par chacune des racines a, b, ... . k de 
T équation f(x) o. 

Exemples. 

, « ‘ , , 

i° Soit fi décomposer la fraction 

F(x) _ ax’-f-Sx * — 6 
7\x) — T l -f a.T* — ■ x’ — six' 
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En résolvant l’équation 


x‘-f- ax s — x* — ax — o, 

on obtient les quatre racines simples o, i, — i, — a. Ainsi 
la fraction rationnelle se décomposera en quatre fractions 
simples de la forme 


F(x) 


D 


m 


x — i ~ x + > ~ x -)- a' 


Pour calculer les numérateurs, nous nous servirons de la 
dérivée 

/"fx) =4 r, + — ax — a , 

ce qui donne 

A = ^=—=3 
f ( o) — a 

F( 0 _» 

no e 

F( — t) — 3 • . 

n- «) 2 

F( — a) — a i 

7^=7)-— 6 -3‘ 


B = 
0 = 
D = 


Nous avons donc 
ax’+Sx 1 — 6 


i 

6 


3 

a 


^5 + 

x*4-ax* — x’— ax x x — 1 x + i ' x-\-i 

a* Soit à décomposer la fraction 
x’-f- 1 


(x -j-i)(x — i)(x — a)(x — 3)’ 


La fraction proposée se décomposera de la manière sui- 
vante : 


x’+i 


B + c 


D 


(x+i)(x — i)(x — a)(x — 3) x+i ' x — i ~ x-f-a ' x — 3‘ 

20 . 
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On peut déterminer les constantes immédiatement et sans 
l’aide d’aucune formule par la méthode des coefficients 
indéterminés. Si l’on multiplie par le dénominateur, l’égalité 
précédente devient 

x * -|- 1 = A(x — i)(x — a)(x — 3) -f- B(x -J- i)(x — a)(x — 3) 

+ C(x -j - 1 )(x — i ){x — 3) -F D(x + î }(x — î )(x — a). 

Cette égalité doit avoir lieu , quelle que soit la valeur de x. 
Faisons x successivement égal à chacune des racines sim- 
ples -- i , i, 2 , 5, tous les termes du second membre s’éva- 
nouissent, excepté un , et l’on a les relations 


a = — 24 A, 2 = 411» 5= — 3C, io = 8 D. 
d’où l’on déduit les valeurs des constantes 

A = — , B=-, C=r— ; D = J. 

la a’ 3 • ■ 4 

A 

Cas des racines égales. 




207. Supposons que. a soit une racine de l’équation 
f(x) =0 d’un ordre « de multiplicité. Nous poserons 

/•(x) =(x— a)"/;(x), 

et après avoir développé comme précédemment les deux 

* 

polynômes F (x) et f t (x) suivant les puissances croissantes 
de x — a, • 


F(x) = F(o -(-x — ff)=F(a)-j-F’(a) - — - + . 


/»=/> i -x—a)=f l {a)+f l '[a) 


x — o 


nous effectuerons la division du premier par le second. 


Digitized by Google 


CHAP. IX. DÊCOMP. DES FRACTIONS RATIONNELLES. 307 

ordonnant le quotient suivant les puissances croissantes de 
x — a et poussant l’opération jusqu’au terme du degré 
n — 1 ; représentons ce quotient par 

A 0 + A,(x — o) -j- A,(x — a)’ + A_,(x — a) n ~ l , 

le reste de la division contenant à tous ses termes le facteur 
(x — a)" peut être mis sous la forme ( x — a)"F 1 (x). On a 
ainsi 

F(x)= [A,+A,(x — o)...:. + A._.(x-«r «j /;(*)+(*--«) "F.f*). 

Le diviseur étant du degré m — n, et le quotient du degré 
n— i, le produit du diviseur par le quotient est du degré 
m — î, et comme le dividende est au plus du degré m — i, 
la différence ou le reste de la division sera au plus du de- 
gré m — i ; puisqu’on a mis (x — a) n en facteur, il en 
résulte que le polynôme F,(x) est au plus du degré 
m — » — i. Il est évident, d’ailleurs, que les deux polynômes 
f t (x) et F,(x) sont premiers entre eux; car, s’ils avaient 
un facteur commun, ce facteur diviserait f(x ) etF(x), ce 
qui est contraire à l’hypothèse. Divisons maintenant par 
f(x) ou (x — a) n f t {x) les deux membres de l’égalité précé- 
dente , il vient 

F(*)__ A„ A, An-, F,(x) 

f{x ) • (x — af ' (x— a)’' -1 x — a ' f { (x)' 

Ainsi le facteur multiple (x — a)" donne lieu à une série 
de n fractions simples, et nous avons encore à décomposer 
F (x) 

la fraction irréductible -rr-4 , dont le dénominateur est du 

tM) 

degré m — n, le numérateur au plus du degré m — n — i. 

Supposons que l’équation f(x) —o contienne une seconde 
racine b d’un degré p de multiplicité; nous poserons 
f t (x) = (x — b) r f,(x), et nous aurons de même 
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P.W _ B, B, By_, F,|x) . 

f,(x) (x — bf^ (x—bf 1 ' x—b ^ f t (x) 

S’il y a une troisième racine c d’ordre g, on aura encore 


F,(t) _ C„ 


C,_, , F,(x) 


f t [x) (j ; — c)* ^ (z — c)* -1 + x-c 1 f t (x)‘ 

S’il n’y a pas d’autre racine multiple, le polynôme f,(x) 
ne contenant plus que des facteurs simples, on aura, d'après 
ce qui a été dit plus haut , 

F,(x) D E K 

/,(x) x — d'x — e x — k' 

En ajoutant toutes ces égalités , on trouve enfin 

Ffc) , A, A, A^, 

((x) (x — a) n [x — a)* - ' x — a 




4- 0 4- 1 

T (x — b) r 1 (x—b)*-' 

... 4_ _ïr!_ 

x — b 

D 

K 

+ - 

■ . + —7 


A chaque racine multiple correspond un groupe de frac- 
tions simples. La première fraction de chaque groupe 
existe nécessairement, mais les autres peuvent manquer ; 
en elTet, quand on effectue la division des polynômes F(x) 
et f t (x) ordonnés comme nous l’avons dit, les premiers 
termes F (a) et f t (a) ne sont pas nuis, et par conséquent le 
F (a) 

premier terme A 0 =^-^ du quotient n’est ni nul ni infini ; 

mais parmi les termes suivants , quelques-uns peuvent avoir 
des coefficients nuis. 

I 

208. Je dis maintenant que la frarlion proposée n'est 
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dicomposable qu’en un seul système de fractions simples. 
Soient ' 


(x — o) 


+ 


A, 


(x — a) 

A', 


+ 


B„ 




B, 


(x — b) r ’ (x— b)’~ l 1 

A'o , A', B’, b', 

T (x— a')"'- 1 ~ r [x—b'Y ^ ( x—bY 




> 




deux systèmes égaux entre eux , quelle que soit la valeur 
dex. Multiplions les deux expressions par (x— a)" et fai- 
sons x — a , la première se réduit à A 0 , tandis que la se- 
conde s’évanouit; donc l’un des dénominateurs du second 
système est égal à (x — a)’, et l’on aura, par exemple, 
a'= a, »'=n. Mais alors l’égalité devient 

*. + <*-«>[*< +(î=ïÿ j • 

=*•.+(*— l [A;..... +fî i p ], 


et si l’on fait x = a , on en déduit A 0 =A' 0 . Ainsi la pre- 
mière fraction du premier système se retrouve dans le se- 
cond. En supprimant ces deux fractions égales et recom- 
mençant le même raisonnement, on verrait que la seconde 
s’y trouve également , et ainsi de suite. Donc les deux sys- 
tèmes sont identiques. 

Exemple : 

209. Soit à décomposer la fraction rationnelle 

F(x) 4x» — 5x + a 

f(x) X® — X* — X k -f- x* * 

Le déuominateur • 

/■(x) = x s (x— i)*(x+i) 
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contenant un facteur triple , un facteur double et un fac- 
teur simple , la fraction proposée se développera en frac- 
tions simples de la forme suivante 

F(*)_. A A A B„ B, C 

f[x ) x s x* ' x (a; — 1 )* x — i ' x -f - 1 ’ 

Calculons les trois constantes cpii se rapportent au fac- 
teur triple x. Nous ordonnons par rapport aux puissances 
croissantes de x > ■ 

F(x) = a — 5x-f-4x*, 

/",(*) ='(ar. — »}*(x-|-i)=i — x — x’ -f-x*, 

et nous effectuons la division jusqu’à ce que nous arrivions au 
terme du second degré , en remarquant que dans ce calcul 
il est inutile d’écrire les termes d’un degré supérieur au se- 
cond , ce qui abrège l’opération , • - > 

a — 5x i — x — x’ 

— 3x -J- ax* a — 5x — x*. ' 

— x 5 

4 

Puisque le quotient a été représenté par A 0 -(-A I x-f-A 1 x’, 
on a 

A„ = a, . A, = — 3, A t == — i. 

Calculons maintenant les coefficients qui se rapportent 
au facteur double x — i. On peut supposer que l’on com- 
mence la décomposition par ce facteur. Nous développerons 
jusqu’au premier degré en négligeant les termes suivants 

F(x)=F ( î -f-x — i )=F(i)+F( i ) (x — i )+ =i-j- 7 (x— i)+ 

f t (x)^*(x+i)=&+x*=f' i (i)+f' t (t)(x— »)+...: =a+7(tf— , 

et nous effectuerons la division 
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i + 7[x— i) 
+-(*-■> 


n + 7(x—i) 


; + 4 V 


Ce quotient a été représenté par B 0 -j-B,(x — 1 ) ; on a 
donc 



> 


Quant au coefficient C qui se rapporte au facteur simple 
(x 1 ) , on l'obtient par la règle ordinaire 

_ F( — 1 ) __ 5 _ 3 

-4 4 • 

On a ainsi , . 

il l 

ttx* — 5x-f~a 2 3 * 2 4 4 

X* — X* — x*~\~x i x* x’ x' (x — l)’ ' X — 1 X-f-'l * 

210. On peut employer aussi là méthode des coefficients 
intermédiaires. On a posé 

4x*— 5x + 2 A, A, A, B 0 B, C_ 

X* — X* — X*-f-X 5 X* ' x’ X ' (x — l)*' X — I '"x-f-i" 

Si l’on chasse les dénominateurs, cette égalité devient 

4x* — 5x-f- 2 = (A 0 -|- A,x+ A,x’)(x — i)’(x -j- i) . 

+ [B 0 + B,(x — i)]x a (x + 1 ) + Cx’(x - .)». 

En donnant successivement à x les valeurs o, », — i, 
on a 

2 — i sB, , 

d’où 

A . = ? » ^ i 



Digilized by Googt 



313 


LEÇONS D’ALGÈBRE. 


Prenons les dérivées des deux membres de l'égalité pré- 
cédente , ce qui donne 

iaar*— 5 =(A,+aA,a:X^— 0>+«)+(A () +A I x+A,x , )[3{x— i)(x+i)+(*— i)*] 
+B,x*(x + . )+[B 0 -f-B 1 (x — i )]{ 3 **(x+ « )+**] 

-f 3 Cx'(x — i)'-j-aCx*(x— i), 

et dans cette dernière égalité , faisons x = o et x = i , nous 
aurons 

— 5 = A, — A # , 7 = 38,4-78,, 

d’où A, = — 3 , B, = ?. 

Il ne reste plus que la constante A, à déterminer ; pour 
cela nous prendrons encore une fois la dérivée et nous y 
ferons ipo. Il suffit d’écrire les termes qui ne contiennent 
pas le facteur x , 

a 4 x = aA,(x — 1 )* (x 4 - 1 ) + aA, l a(x — 1 )(x 1 ) + (x — 1)'] 

+ A,[a(x+.)+ 4 (*->)] + • 

Si l'on fait x=o, il vient 

o = aA, — aA, — a A, , 

d’où A, = — 1. « 

Cas des racines imaginaires. 

* ■ ( • • * t 4 ^ 

111. la décomposition de la fraction rationnelle — f-f 

• , . f{x) 

est vraie d’une manière générale , quelles que soient les 
racines de l’équation f[x)= 0, réelles ou imaginaires. Sup- 
posons que les deux polynômes qui composent la fraction 
proposée aient tous leurs coefficients réels; dans ce cas, si 
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l’équation admet une racine imaginaire <* -f-Py/— 1 , elle ad- 
mettra la racine conjuguée * — Py — ï. A ces deux racines 
correspondent dans le développement des fractions simples 
de la forme 

A -(-B y— T A — B v /~ . 

x — «■ — p sj — i x — « + P \/ — i 

les numérateurs de ces deux fractions sont des quantités 
imaginaires conjuguées ; car la seconde se déduit évidem- 
ment de la première par le changement du signe de <j—î. 
Si l’on veut éviter les imaginaires dans la décomposi- 
tion, il suffit d’ajouter ces deux fractions simples, ce qui 
donne 

• • . \ > * . ' 

A-fBy/~ A — B y/^TT _ aA(z — a) — aBp 
X — a — P — l X — a + P sj — l ( x “)* + ?’ 

Ainsi, à un couple de racines simples imaginaires con- 
juguées correspond une fraction réelle de la forme 

Mj + N 

x'+px + q’ 

ayant son dénominateur du second degré et son numérateur 
du premier degré. 

212. Nous avons supposé dans ce qui précède que les 
racines imaginaires conjuguées sont simples; supposons 
maintenant qu’elles soient d’un degré n de multiplicité, et 
pour abréger, représentons par x l -\-px-\-q le produit 
[x — “j’-fP* des deüx facteurs binômes du premier degré. 
Nous allons démontrer que la partie qui, dans le dévelop- 
pement , correspond à ces deux racines imaginaires conju- 


Digitized by Google 


31* LEÇONS D’ALGÈBRE. 

guées d’ordre », peut être ramenée à une somme de n frac- 
tions de la forme 

N 0 , N, _ M«-) J ~H N,., 

(x’+px + g)" (x’-fpx+ç)’ -1 x’-fpx + g * 

dont les numérateurs sont réels et du premier degré. 

Posons f(x)=:(x , -\-px-{- q) n f t [x). On peut disposer des 
deux constantes M 0 et N 0 de manière que le polynôme 

(■) F(x)-(M 0 x + N ,)/i(*) 

soit divisible par x'+px -|- q. Il suffît pour cela que ce po- 
lynôme s’annule pour®=«-i-?v / — > etpourx=* — py/^ï; 
si nous remplaçons x par chacune de ces deux valeurs et 
si nous appelons A±B\/ — 1 et C±Dy/ — 1 les valeurs cor- 
respondantes des fonctions F(x) et nous obtiendrons 
les deux relations 

(A 4- [M a (« + p + N 0 ](c + Dv^T) = o , 

( A _ Bv/^T) - [m o (« - p v^I) + N.](C - Ds/— «) = o . 

On en déduit, en égalant séparément à zéro la partie réelle 
et la partie imaginaire , 

(PD — «C)M 0 — CN # = -r- A, 

(PC + aD)M 0 + DN o =B. 

Ces équations entre M 0 et N 0 sont du premier degré; le 
dénominateur commun des inconnues p(C’-f D’) n’est pas 
nul ; car si p était nulle , les racines ne seraient pas imagi- 
naires; si C’-f-D 1 était nulle, le polynôme f t (x) contien- 
drait encore le facteur x'+px+q. On trouve ainsi pour M n 
et N„ des valeurs réelles finies et déterminées. 

Le polynôme (s) devenant de cette manière divisible par 
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x’+px-f g , si l’on appelle «(x) le quotient entier, on aura 

F(x) - (M„t -f N o y,(x) = {*' + px + ç) ? (x), 
d’où l’on déduit 

F(x) M 0 x + N„ vf[x) 

f(x) (x* + px + q)' ^ (x* + px + q) n ~'f,[x) ' 

On aurait de même 

<p(x) ___ M,x+N, 4»(x) 

(x'+px-\-q)'~'f l {x) {x'+px+q)'-' {x'-\-px+q'r'f l (x)’ 

et ainsi de suite. 

Exemples : 

213. Décomposer la fraction 

F(x) x* -j- 5 x 5 5 

f(x) x 4 -f- x s -}- x* -{- x x(x i ) (jt* -f- » ) ' 

On a deux racines réelles o et — 1 et deux racines ima- 
ginaires -{- y' — i et — yj — i. Si l’on ne veut pas de quan- 
tités imaginaires dans le développement , on écrira 

F(x) _ A B Cx-f-D 
' t[ x ) x+x+, + *’ + ,• 

Pour calculer les numérateurs, on emploiera de préférence 
dans ce cas la méthode des coefficients indéterminés. Si 
l’on multiplie par f[x), l’égalité précédente devient 

x*-(-5 = A(x+ i)(x*4- i)-t-Bx(x*-f- i)-|-(Cx-j-D)X(x-f- 1 ). 

- t , 

Si l’on y fait successivement x = oetx =— i,on trouve 
Ai=S, ■■ B = — a. 
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Il reste à déterminer les deux constantes C et D qui cor- 
respondent aux racines imaginaires. Ou égalera les coeffi- 
cients de x* et de x* dans les deux membres de l’égalité, ce 
qui donne les relations 

i = A -f B -f-C, i 
u = A + C + D; 

d’où l’on déduit < . . ' 


C = — a, 


Ainsi 


x’ -f 5 

x* -j- x* -(- x 1 + x 


D = — 3. 


5 a ax + 3 
X X-(- 1 X* + I ’ 


21 4. Décomposer la fraction 

. ■- 

i 

x(x’ + >)* 

On a une racine simple o et deux racines imaginaires con- 

— — | 

juguées doubles =fc v — i. La fraction se décomposera donc 
sous la forme suivante 

_i _ A Bx-fC Bx-f-C ' 

arlx* -)- 1)* x (x*+ 1)* x 1 *!-! 

Si l’on chasse les dénominateurs, on a l’égalité 

i = A(x* + i)’ + (Bx + C)* + (B'x + Qjfi 1 + .). 


Faisant x = o, il vient A=i. Égalant ensuite dans les 
deux membres les coefficients des mômes puissances de x, 
on obtient les relations 


A + B' = o, C' = o. aA+B-i-B' = o, C + C^a; 
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i, C' = o, B = — i, G =o. 


On a ainsi 


x(x* +0* X (x* + 0* T* -f 1 ‘ 


APPENDICE. 

Résolution de deux équations du second degré à deux 
inconnues *. 

215. Soient 

(i) ax' + bxy + cy'+dx + ey + f= o, 

(a) a'x t -\-b'xy+c'y 1 + dx+e'y + f'=o> 

deux équations du second degré à deux inconnues. Si après 
avoir multiplié la première par e\ la seconde par c , on les 
retranche l’une de l’autre, les termes en y* disparaissent, 
et l’on a une équation du premier degré en y, d’où l’on 
déduit une valeur de la forme 

y — mx* nx -\-p, 

qui substituée dans l’une des deux équations proposées , 
conduit à une équation du quatrième degré en x. A cha- 
cune des valeurs de x correspond une valeur de y; ainsi 
les deux équations proposées admettent en général quatre 
systèmes de solutions. 


(*) Cette question fait partie du programme de géométrie ana- 
lytique. 
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Mais on peut ramener la question à la résolution d’une 
équation du troisième degré. En effet , si l’on ajoute les 
deux équations, après avoir multiplié l’une d’elles par une 
quantité arbitraire X , on obtient une troisième équation 

( 3 ) (a -|- Xa )x* -f- (b -f- X6')xy — |— (c — J— Xc')y* — (— (ci — |— Xrf)x -f- 
(e -f- X«')y + (/+ X/*) = o, 

qui peut remplacer l’une des deux équations proposées 
( 1 ” partie de l’algèbre, n° 97). Or on peut disposer de l’in- 
déterminée X de manière que cette nouvelle équation se dé- 
compose en deux équations du premier degré. 

Représentons pour abréger l’équation ( 3 ) par 

Ax* + Bxy + Cy s + Dx + Ey + F = o, 

et , après l’avoir ordonnée de cette manière, 

Cy* -HR* + E)y + ( Ax‘ + Dz + F) = 0, 

résolvons-la par rapport à y. Il vient 

y = — - r - ÿ — ± s/(E^-4AC)j , -fa(BE— 2 CD)x+E«- 4 CF. 

2 Ci lia 

Le polynôme placé sous le radical sera un carré parfait si 
la condition 

( 4 ) (BE — aCD)* — (B* — 4AC) (E* — 4 CF) = o 
est remplie. Mais alors l’équation résolue devient 

Bx 4- E , y Vf — 4 AC / , BE — aGD\ 

( 5 ) , = £-±— ^—(*+5^0) 

et se décompose , comme on voit , en deux équations du 
premier degré. On substituera l’une de ces deux valeurs 
de y dans l’une des équations proposées , par exemple dans 
l’équation (1), ce qui donnera une équation du second de- 
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gré à une seule inconnue x; on en déduira deux valeurs 
de x , et par suite deux valeurs correspondantes de On 
substituera de même l’autre valeur de y, ce qui donnera 
une nouvelle équation du second degré en x, d’où l’on dé- 
duira deux autres solutions. On aura ainsi les quatre solu- 
tions des deux équations proposées. 

La relation (4) , simplifiée et divisée par C , s’écrit 

(6) AE* + CD* — BDE + (B* — 4AC)F = o j 

si l’on remplace les lettres A, B, par leurs valeurs 

a + * a', b -\-^b\ , on arrive à une équation du troi- 

sième degré en X. Il suffira de calculer l’une des racines de 
cette équation avec une certaine approximation. 

On pourrait aussi calculer deux des racines de l'équation 
en X. Substituant chacune d’elles dans l’équation (p),on au- 
rait deux groupes d’équations du premier degré à deux in- 
connues que l’on combinerait deux à deux ; ces quatre com- 
binaisons donneraient les quatre solutions des équations 
proposées. 

2 1 G. La question algébrique que nous venons de traiter re- 
vient à la recherche des points d'intersection des deux courbes 
du second degré représentées par les équations (i) et (a). 
Quant on a déterminé * , comme nous l’avons dit, l’équation 
(5) représente deux sécantes communes aux deux courbes. Il 
y a plusieurs cas à considérer : r Si l’équation du troisième 
degré en À a ses trois racines réelles , et si pour deux de ces 
racines la quantité B ? — 4 AC est positive, ces deux racines 
donneront deux couples d équations du premier degré à 
coefficients réels, d’où l’on déduira quatre solutions réelles; 
les deux courbes du second degré se coupent en quatre 
points et admettent en ellet trois couples de sécantes réelles 
communes. 
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a" Si l’équation du troisième degré n’a qu’une racine 
réelle et si cette racine rend positive la quantité B* — 4AC , 
les deux courbes du second degré admettent une couple de 
sécantes réelles communes ; dans ce cas , elles se coupent 
en deux points ou ne se rencontrent pas ; les deux équations 
proposées auront , ou deux solutions réelles et deux imagi- 
naires, ou quatre solutions imaginaires. 

Exemples. 

1° Soient les deux équations 

X* -fy* — io = o, 
xy — y— i = o. 

L’équation du troisième degré 

X 1 -(-gX* — 4X — 4o = o, 

à laquelle on arrive a ses trois racines réelles et comprises , 
l’une entre 2 et 3 , l’autre entre — 2 et — 3 , la troisième 
entre — 8 et — 9 ; d’ailleurs la quantité B’ — 4 AC = X* — 4 
est ici positive pour chacune d’elles. Donc les équations 
proposées admettent quatre solutions réelles que l’on calcu- 
lera par l’un des deux procédés indiqués. 

2* On résoudra les deux équations 

x’-f-y’ — ax=o, 
axy — 1 = 0 , 

à l’aide de l’équation du troisième degré 
X s — X — ,=o, 

qui n’a qu’une racine réelle; cette racine est positive. La 
quantité 

B>— 4AC = 4(X f — 1 ) = $ 

étant positive, les deux équations du premier degré 
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cine réelle, ont leurs coefficients réels, et les deux courbes 
admettent deux sécantes communes réelles. En substituant 
ces deux valeurs de y dans la seconde des équations pro- 
posées, on obtient deux équations du second degré 

i — - = o. 

A/ a 

La condition de réalité des racines est y/x* <±a. Cette 
condition n’est pas remplie si l’on prend le signe inférieur. 
Elle l'est, au contraire, si l’on prend le signe supérieur ; 
car, dans ce cas, la condition se réduit à X < y 4 , et si 
l’on substitue ce nombre \ 4 dans l’équation en X, on a un 
résultat 5 — y'4 évidemment positif, ce qui prouve que la 
valeur de X est plus petite que y 4- H résulte de là que les 
deux équations proposées ont deux solutions réelles et 
deux imaginaires. 

Des deux sécantes communes réelles, une seule rencon- 
tre les courbes; l’autre ne les rencontre pas. 

3° La résolution des deux équations 

, , % r • .y • / 

x’-f- y' — ax = o, 
ry— 4 = o, 


:) 


x±yX, qui correspondent à cette ra- 


est ramenée à celle de l’équation du troisième degré 
X* — 4 X — i =o 

qui a ses trois racines réelles, une positive et deux néga- 
tives. La première seule rend positive la quantité 

B 1 — 4 AC = X»— 4 = p 

et donne deux équations du premier degré à coefficients réels 

. *= (-**:&* "*■ 

21 . 
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Ces valeurs de y, substituées dans la seconde des équa- 
tions proposées, conduisent aux deux équations du second 
degré 

i±j_ 

a 2 y/X 

La condition de réalité des racines est ^<± 2 . Il est 
évident que cette condition n’est pas remplie si l’on prend 
le signe inférieur. Elle ne l’est pas non plus si l’on prend 
le signe supérieur; car, dans ce cas, la condition se ré- 
duit à X < y/4* et si l’on substitue cette valeur y' 4 dans 
l’équation en X, on a un résultat négatif 5 — 4 V 4> ce qui 
prouve que la valeur positive de X est plus grande que 
y'' 4. On conclut de là que les deux équations proposées 
admettent quatre racines imaginaires. Des deux sécantes 
communes réelles, aucune ne rencontre les courbes. 

4° Soient les deux équations 

xy — y 8 — x = o , 

y» — £» — 1 = 0. 

Si , dans la seconde , on substitue la valeur 



tirée de la première , on arrive immédiatement à une équa- 
tion du troisième degré 



^ar'dray X x — 4=°- 



qui a une racine réelle et deux imaginaires. A la valeur 
réelle de y correspond une valeur réelle de r. Ainsi les deux 
équations proposées n’admettent que trois solutions, une 
réelle et deux imaginaires. 

Les deux courbes représentées par les équations pro- 
posées sont des hyperboles telles qu’une asymptot^de l’une 
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est parallèle à une asymptote de l’autre ; ce qui indique que 
l’un des points d’intersection s’est éloigné à l’infini. 

217. Dans certains cas, la résolution de deux équations 
du second degré à deux inconnues se ramène à une équa- 
tion du second degré ou à une équation bicarrée. 

Si les deux courbes sont semblables et semblablement 
placées, ce qui a lieu lorsque les coeilicients des termes 
du second degré dans les deux équations sont proportion- 
nels , on peut éliminer tous les termes du second degré en 
retranchant l’une des équations de l’autre , après l’avoir 
multipliée par un facteur convenable. On remplace ainsi 
l’une des équations proposées par une équation du premier 
degré; l’élimination de y donne une équation du second 
degré en x. 

Lorsqu’un môme diamètre divise en deux parties égales les 
cordes parallèles dans les deux courbes, si, par une transfor- 
mation de coordonnées , on rapporte les courbes à ce dia- 
mètre commun pris pour axe des x et à une parallèle aux 
cordes pour axe des y , les deux équations ne contiendront 
plus l’inconnue y qu’à la seconde puissance ; l’élimination 
de if donnera une équation du second degré en x. 

Si ces deux courbes sont des hyperboles ayant une 
asymptote commune , en les rapportant à cette asymptote 
prise pour axe des x et à une droite quelconque pour axe 
des y, on a des équations dans lesquelles le terme en xy 
contient seul la lettre x; en éliminant ce terme, on obtient 
une équation du second degré en y. 

Lorsque les deux courbes ont même centre, si on les 
rapporte à ce centre commun pris pour origine des coor- 
données , les deux équations ne contenant plus de termes 
du premier degré, l’élimination de y donnera une équation 
bicarrée en x. 
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Si les deux courbes ont un foyer commun et qu’on le 
prenne pour origine, les deux équations se mettront sous 
la forme 

* , + y , = («* + ty+c)‘, 

x l */’ = (ax + by' -j- c')*. 

On en déduit . 

ax -f- by -f- c = ± (a'x + b' y -J- c'), 

ou , 

(a ± a')x + {b àz b')y + c rtc = o. 

On a ainsi deux équations du premier degré que l’on com- 
binera avec l’une des équations proposées. 

218. La méthode que nous venons d’exposer permet de 
ramener la résolution de l’équation du quatrième degré 

-f- ax 3 bx * + ex + d = o 

à celle d’une équation du troisième degré. Si l’on pose en 
effet 

y —x\ 

l’équation s’écrit 

y * -f axy + by + ex -f- d = o, 

et l’on a à résoudre deux équations du second degré à 
deux inconnues, question qui se ramène, comme nous 
l’avons vu, à la résolution d’une équation du troisième 
degré en X. 

FIN. 


p ar , <. —Imprimé par E. Tbutyut et O, rue Racine, Î6, près de l'Odéon. 
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